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1 Einfiihrung in die MaB- und Integrationstheorie

1.1 o-Algebren und MaBe
Folgende Eigenschaften sind wiinschenswert fiir ein ,,VolumenmaB* u: P(R") — [0, oo]:
Monotonie A C B = u(A) < u(B)
Quaderwert u([a;,b,| X [ay, by] X -+ X [a,, b,]) = [T, (b; — a;)
Translationsinvarianz VA C R",r € R": u(A +r) = u(A)
o-Additivitat fiir eine abzéhlbare Familie paarweise disjunkter Mengen A; gilt
0] [Se]
u (U A,~> =) u(A)
i=1 i=1
Satz: MaBparadoxon
Es existiert kein totales Mal mit den gewiinschten Eigenschaften auf R”.
Beweis (1) Wir betrachten die Aquivalenzrelation
x~yox—yeQ'cR”
Dazu sei A C [0, 11" eine Menge von Reprisentanten. (Dabei ist |A| > |N]).

[0,1]" C B: = U (A+r) C[-1,2]"
re[—-1,17"nQ"

Aufgrund der Monotonie und c-Additivitét gilt dann
1=M([0,1"])SM(B)=M< U (A+r>>= D, WA+
re(-1,11"n@" re[-1,11"nar

= ) wA<u(-12"=3"

re[~1,1]"nQ"
Dies ist jedoch fiir keinen moglichen Wert von u(A) erfiillt. £
Weiteres Gegenbeispiel: ,,Banach-Tarski-Paradoxon* Die Kugeln B; und B, sind stiick-

weise kongruent.
Wir miissen also P(R") einschrianken.

Definition: ,,Ring, Algebra, c-Algebra“
Ein Mengensystem .S C P(X) heil3t
(i) Ring: @€ S,A,BES=>AUBeSAA\BES
(ii) Algebra: wenn zusitzlich A € S = A € S gilt.

(iii) o-Algebra: wenn weiterhin fiir eine abzihlbare Familie A, C .S gilt J2, 4; € S.
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Beispiele {@, X'} ist eine c-Algebra.
Fiir A C X ist {@, A} ein Ring und {@, A, A, X} eine c-Algebra.
{ AC X | min(JA[,|A]) < IN| } ist cine c-Algebra

3 Lemma: Eigenschaften von Ringen, Algebren
(i) Die Menge der c-Algebren ist unter Schnitt abgeschlossen.
(i) A,(8):=Ngcs S ist die durch S erzeugte c-Algebra.
(iii) Die von den offenen bzw. abgeschlossenen Mengen erzeugte o-Algebra heilit Borel-Menge.
4 Definition: ,,Inhalt, 6-Inhalt, Maf}, messbar, Nullmenge*
Eine Funktion u: S — [0, oco] heil3t
(i) Inhalt: A,B€ S, AN B=g = u(AU B) = u(A) + u(B), insbesondere u() = 0.

(ii) o-Inhalt: falls zusitzlich fiir {Ai}ieN CSmit(J2, A, €Sundi#j=> ANA; =@ gilt
p(UZ A) = Z2, uA)

(iii) MaB: wenn sie o-Inhalt auf einer c-Algebra ist.
Jede Menge A € .S heilit dann messbar und diejenigen mit u(A) = 0 heillen Nullmengen.

5 Lemma: Eigenschaften von Inhalten
(i) AC B= u(A) < u(B)

(i) u(AU B) + u(An B) = u(A) + u(B)
i) 1 (U A)) < X, u(A)
@iv) Sind {Ai} C § paarweise disjunkt und J2, A; € S, so gilt

U <U Ai> > Z H(A;)
i=1

i=1

6 Lemma: Eigenschaften von ¢-Inhalten
() UR AL A €S> u (U2 A) X2, uA)

(i1) Stetigkeit von unten: Seien A; € A, C --- C A,, C -+, dann gilt

lim u(4,) = <U Am>
m=1

(iii) Stetigkeit von oben: Seien A; 2 A, 2 -+ 2 A,, 2 -+, dann gilt

lim u(A,) = u <ﬂ Am>

m=1
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Idee Malfe lassen sich als Restriktionen von duBleren Mallen auf messbare Mengensysteme
definieren. Die dufleren MaBle konnen aus Inhalten auf Ringen .S C P(X) fiir ganz P(X) definiert
werden. Zunéchst fithren wir den Restriktionsschritt nach Caratheodory durch.

7 Definition: ,,Aulleres Maf}‘
Eine Funktion u*: P(X) — [0, co] heiit ciufleres Map, falls

(i) p(@)=0
(i) Monotonie: A C B C X = u*(A) < u*(B)

(i) o-Subadditivitit: x* (2, 4;) < X%, u*(A)

Beispiele fiir dufere MaBe Fiir X C R beschrinkt kbnnen wir den duferen Jordan-Inhalt
definieren als

n
* .
u(A) = _inf (b; —a;)
endliche Uberdeckungen von A 1

i=

Damit erhalten wir kein MaB auf P(R), da u* nicht additiv ist. Betrachten wir beispielsweise
die rationale Zahlen A und die irrationalen Zahlen B in [0, 1], so hat jede Uberdeckung von A
als auch von B die GroBe 1 aufgrund der Dichtheit. Somit erhalten wir y* (AU B) = 1 < 2 =
u*(A) + u*(B), die Subadditivitiit.

8 Definition: ,,;*-messbar
Eine Menge A € P(X) heilit u*-messbar fiir ein gegebenes duBeres MaB y* auf X falls

VE C X: u*(E) = y*(En A) + u*(En A)

9 Satz: Caratheodory
Die Menge S aller x*-messbaren Mengen A C X ist eine o-Algebra S,,. und die Restriktion
= /“l*lSﬂ* von u* auf S C P(X) ist ein MaB.

Beweis (9) Nach Definition gilt A € S & A € S. Um zu zeigen, dass wir eine Algebra haben,
miissen wir zeigen, dass A, B € § => AU B € § gilt. Haben wir A, B € § so gilt mit der
Subadditivitét

W(E)=pu (EnB)+u*(ENnB)=p* (ENnB)+u* (ENBN A+ u*(En Bn A)
(ENB)U(ENBNA)=EnN(AU B)

=> u*(ANB)+u* (ENBNA>u*(ENn(AU B))

= u*(E) 2 p*(EN(AU B)) + u*(EN (AU B))

Wegen Subadditivitiit gilt dann die Gleichheit und S ist eine Algebra. Nun fehlt noch die o-
Additivitit. O.B.d.A betrachten wir eine Menge von paarweise disjunkten Mengen A;. Dann
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haben wir mit B, = [ J/_, A, eine monoton wachsende Mengenkette von x*-messbaren Mengen:

W' (E)=u*(ENB,)+ u*(EN B, > u*(EN B,) + u*(EN A)
W(ENB)=u(ENB,NA)+u*(ENB,NA)=u"(EnA")+u"(ENnB,_,)

n
= (ENA)+uENA, )+ u"(ENB, y) ==Y u"(EnA,)
i=1

n
=>VneN:p'(E)> ' (ENA)+ ) p*(EN A)
i=1

= u'(E) 2 g (ENn(A) + Z (ENA) 2 p(ENnA)+u"(En A)

i=1

Wodurch wieder nur die Gleichheit moglich ist. .S ist somit als 6-Algebra erwiesen.
Seien nun A, B € S, AN B = @, dann gilt

H (AU B) = u*((AUB)N B)+ u*((AU B) N B) = u*(B) + u*(A)
wegen der y*-Messbarkeit von B. Dies ist die Additivitit von ji. Weiter erhalten wir o-Additivitit
mit:

A=|JA. Aes i#j3AnA =0

i=1

[o0] n
VnEN:,u*(A)=M<UA,~>2;4< Ai>=2ﬂ*‘4i
i=1 i=1 i=1

1

s

= WA 2 Y (A
i=1
und Subadditivitét. O
10 Definition: ,,vollstindig, endlich, c-endlich*

Ein Mal} y auf S C P(X) heil3t

(1) vollstindig, falls AC BE SAu(B)=0=> A€ SAu(A) =0.

(i1) endlich, falls u(X) < oo
(iii) o-endlich, falls 3A; € S, u(A;) < c0: X = Ufil A;

11 Korollar: Vollstindigkeit der MaBe nach Satz 9 (Caratheodory)
Jedes MaB, dass nach Satz 9 (Caratheodory) konstruiert wurde, ist vollstdndig.

Beweis (11) Sei A C B € S mit u(B) = 0 = y*(B). Dann gilt u*(A) = 0 = u*(AN E) = O fiir
EC X.Weitergilt EC X = u*(E) < " (ENA)+u*(ENnA) =0+ u*(EnA) < u*(E) wegen
der Monotonie. Also gilt die Gleichheit y*(E) = u*(E N A) + u*(E n A): A ist y*-messbar und
Aes.
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Wie definieren wir duBlere MaBle? Durch Erweiterung von Inhalten auf Ringen!

12 Satz: von Inhalten induzierte dubere Mafle
Falls u ein Inhalt auf einem Ring R C P(X) ist, dann wird durch

o]

W*(A): = inf (Z H(A;): A C G AL A € R>

i=1 i=1
ein duBleres Mal} auf P(X) definiert.
Beweis (12) Wegen @ € R gilt y*(@) = u(@) = 0. Falls BC A C | J_, A, sosind die A; auch
abzihlbare Uberdeckungen von B, sodass y*(B) < 22, H(A)), also u*(B) < u*(A).

Zum Beweis der o-Subadditivitit betrachte man A = )., c0A; mit A; C X. Dann existiert
fiir beliebiges £ > 0 und jedes i eine Folge (C;;)% | sodass u*(A;) > 2;’11 u(C;;) — €27 wobei

j=1
A; C jf'il C;;- Also folgt
(Z ﬂ*(cij)>
j=1

<D (W) +e) =€ Y27+ Y i A) = e+ Y u(A)
i i=1

i=1 i=1 i=1

W (A) = p* <UA,'> <y U UCij < Z
i—1

i=1 i=1 j=1 i

Da ¢ beliebig klein gewihlt werden kann, ist die o-Subadditivitit gezeigt.

Beispiel Wir betrachten den Ring R={ (a,b)] CR | —c0 <a < b < o0 } mit u((a,b]) =(b—
a).

Behauptung: x*(Q) = 0 und damit ist Q@ messbar beziiglich u*.

Wir betrachten die Aufzihlung Q = {qi }zl und deren Uberdeckung durch A; = (q,. — €27, qi]
fiir festese > OQund i = 1, -+, co. Dann gilt

Qc| JA.4,€eR
i=1
> w0 @< Y uA) = e27 =¢
i=1 i=1
= W@ =0

Bemerkung Wenn y* durch endliche ﬂberdeckungen definiert ist, gilt u*((a, ))NQ) = b—a >
0 und (a, b) N Q ist nicht messbar, da die Additivitit verletzt ist.
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13 Satz:
Sei u* das nach Satz 12 (von Inhalten induzierte duere MaBe) aus dem Inhalt g auf dem Ring
R konstruierte dulere Mal} und ji das nach Satz 9 (Caratheodory) daraus konstruierte Maf auf
der o-Algebra S. Dann gilt R C S, das heifit alle A C R sind p*-messbar und y = fi| falls u
schon c-Inhalt ist.

Beweis (13) Fiir beliebiges E C X existieren A; € R, sodass E C |J2, A, fiir paarweise
disjunkte A; und

Ve > 0: p*(E) > ) u(A) — ¢
i=1
oder u*(E) = oo. Nehmen zunichst einmal an, dass u*(E) < oo, dann gilt fiir beliebiges A € R:

A;=(A,NA)UA;NA)
H(A) = u(A; N A) + u(A; \ A)

Einsetzen ergibt

e+ u (E)> ) (AN A+ ) 1i(A\ A)
i=1 i=1

2/4*< AinA)>+/4*< Ai\A>Zﬂ*(EnA)+ﬂ*(E\A)

i=1 i=1
0.B.d.A. € = 0 und somit gilt zusammen mit der Subadditivitét
W(E)=p (EnA)+ ' (E\ A)

Also ist A messbar, sodass in der Tat R C S
Da A € R bereits sich selbst iiberdeckt, gilt u*(A) = ji(A) < u(A). Angenommen es wiire
sogar u*(A) < u(A). Dann giibe es eine Uberdeckung U;’il A; D Amit A; € Rund

D u(A) < u(A)
i=1

O.B.d.A seien die A; disjunkt (da wir uns im Ring R befinden). Dann gilt aufgrund der Monotonie

(o] [o0] o0
D H(A) 2 2<A,~nA)=u(UA,~nA> = u(A) ¢
i=1 i=1 i=1

Die Annahme ist also falsch, es gilt u*(A) = fi(A) = u(A).

14 Lemma: Quasi-Messbarkeit
Das aus y auf R C P(X) konstruierte duBere MaB y* ist reguliir in dem Sinne, dass fiir alle
E C X ein A in der von R erzeugten o-Algebra .S, = A (R) existiert, sodass

u (E) = u*(A)

Prof. Griewank Bodo Graumann
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Beweis (14) Wegen der Monotonie gilt auszuschlieB3en, dass

WE) < b (et (A)

insbesondere y*(E) < oo. Dann existierte wiederum eine disjunkte Uberdeckung E C Uz, A
mit A; € R.

; HA) < inf G (A)

Damit aber

WA =A< inf (A

15 Satz: Vervollstindigung eines Males
Sei u ein MaB3 auf S C P(X) und

N:={BCX|By>B,By€ S, uBy =0}
Dann ist
S:={AUB| A€ S,Be N}
eine c-Algebra und die Funktion
(AU B)=u(A), A€eS,BEN
ein vollstindiges MaB auf S.
16 Satz:

Sei u ein o-endlicher o-Inhalt auf einem Ring R C P(X), u* das durch pu auf P(X) erzeugte
dulere MaB, S, die durch R erzeugte o-Algebra in P(X), .S das System der p*-messbaren Ele-
mente von P(X) und 5'0 die Vervollstiandigkeit von S nach Satz 15 (Vervollstindigung eines
MabBes). Mit ji: = pu*|g und py: = ”lSo ist i1 die Vervollstdndigung von y, auf S = 50.

Beweis (16)

G S, cS:

ECS,=> E=AUBmitA € Syund B C B wobei y*(B) = p*(B) = 0. Dann ist
A eSSy u(B)=0= Be Sdaalle y*-Nullmengen messbar sind folgt AUB € S.

(i) Sy 2 S:
EeS=>34A€ S5);A2 EAu“(A) = u(E) = a(E). Da E messbar ist folgt 4*(A) =
UWANE)+u*(ANE) = p*(E)+u*(A\ E). u*(A\ E) = 0. AuBerdem existiert B € .S, s0

Prof. Griewank Bodo Graumann
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dass B2 A\ E und u*(B) = u*(A\ E) = 0. Also gilt schlieBlich E = (A \ B)U(E N B).

[SAY) EN
Hierbei wurde vorausgesetzt u*(E) < oo. Falls u*(E) = oo folgt aus vorausgesetzter -

Endlichkeit

X=[JX. X, eRuX)<o

i=1

nach obiger Aussage giltfiir E € S,dass E; = ENX; = A,UuC;mit A; € Syund C; € N.
Daraus folgt

E = OE,: O(A,UC,): <GA,.>U<OCI.) €S,
i=1 i=1

s, N

17 Satz: Eindeutigkeit der Erweiterung

Falls u ein c-endlicher 6-Inhalt auf dem Ring R ist, dann existiert genau ein MaB y, auf der
von R erzeugten o-Algebra .S, = o(R).

Beweis (17) Angenommen ji ist ein MaB auf .S, mit fi(A) = u(A) fir A € R. Sei pu* wiederum
das durch u erzeugte duBlere Mal} auf P(X). Dann gilt fiir ein beliebiges A € .S:

u(A) = p*(A) = inf <Z M(A,-)> . oAc]]a
i=1 i=1

inf (Z ﬁ(A,.)> = inf <,z <U A,.>> > inf i(A) = ji(A)
i=1 i=1

Wegen der Monotonietit ji. Also gilt ji(A) < py(A) fiir A € S,.

Betrachte nun A D A mit A € R. Dann folgt A\ A € S, und somit nach Symmetrie fi(A\ A) <
po(A \ A). Daraus folgt wegen der Additivitit fi(A) = (A \ A) + i(A) < pg(A\ A) + py(A) =
o(A). Da A € R voraussgesetzt war, gilt fi(A) = py(A) und somit iiberall Gleichheit: fi(A) =
Ho(A).

Da u als o-endlich vorausgesetzt war, gilt

X=JX. X, CRuX)<oo
i=1
[Se] [So]
Aes;=A=JUAanx)={]4,
i=1 i=1

mit A; € Sy, A; C X; € R fiir A = X, folgt aus obigem Beweis i(4;) = yy(A;). Zusammen mit
der c-Additivitit gilt also fi(A) = ug(A) fiir alle A € S,.
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1.2 Lebesgue-Mal}

Wir betrachten die halboffenen Quader:

O:= >"< [a,.,b,-) cR"
i=1

fiir —co < a; < b; < oo und sogenannte ,,Figuren*

A={Jo

i=1

Die Figuren bilden einen Ring aber keine Algebra, da nur Differenzen, aber keine Komplemente
enthalten sind. Nun definieren wir einen Inhalt A, wiefolgt:

4,0): =[], - ap
i=1

und entsprechend fiir eine disjunkte Zerlegung einer Figur A = | [ O;:
m
A(A):= Y (4,(0) € [0, 00)
i=1

18 Lemma:
A, ist auf dem Ring R der Figuren ein c-endlicher o-Inhalt.

19 Definition: ,,Lebesgue-Maf*
Sei Ay das von A, auf P(R") erzeugte duBere Mall und £(R") die 4;,-messbaren Mengen in
P(R") dann erweitern wir A, zum Lebesgue-Maf3:

ln: = ﬂ: IE(R”)

Ist B(R") die von R erzeugte 6-Algebra der Borel-Mengen, dann nennen wir A, = 4,,| Bwrn) das
Borel-Lebesgue-Mayfs.

Beobachtung L£(R") ist die Vervollstindigung von B(R") durch Nullmengen und 4, einzige
Erweiterung von 4, von den Figuren auf B(R").

20 Satz: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir Lebesguemessbarkeit
Ae LR") <= Ve>0:3U, =Int(U,) 2 A, V, =7€ CAAWUNA) <eAL(A\V) <€

Wobei bereits die Existenz der offenen Obermengen oder abgeschlossenen Teilmengen ausreicht,
da £(R") unter Komplementbildung abgeschlossen ist.
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Beweis (20) Sei A € L[R"), A C U2, 4, wobei 4; = [J7, O;; mit
SH AN =S+ A > Y 4(4) = Y 4,Q) = Y 4,(Q0)
i=1 i.j k=1

fiir eine geeignete Abzdhlung der Q;; als Q. Dann existiert fiir jedes k ein offenes 0,

n

Qk = >< (di’bi) 20y
mit d; < a; nahe genug sodass
n
4,0 =[]t - ) < 4,00 + 27!
i=1
ist. Dann setzen wir
U:=|J0, € L®R"
k=1
mit Mal}

U< Y 400 S 5+ Y A0 S e+ 4y (A)
k=1 k=1
= AU\ A)=1,U,) - 1,(A) <&

Damit wurde die Hinrichtung gezeigt. Nun wollen wir die Riickrichtung beweisen:

Sei B= (2, U% € L(R") mit p <U% \A) < % Dann ist A C B. Sei N:= B\ A, dann folgt

wegen der Monotonie des duleren MafB3es mit N C U 1 \A: A;(N) < AU 1 \A)<e=>
0.

21 Korollar:

Fiirein A € L(R") gilt

A,(A) =inf { A(U) | U offen,U 2 A }
A,(A) =sup { A(U) | U abgeschlossen, U C A }

1.2.1 Verhalten von 4, unter Abbildungen

22 Satz:

An(N) =

Sei N € L(R") mit A,(N)=0und T € C!(U,R™) mit U C R". Dann ist auch A,(T(A)) = 0.

Prof. Griewank Bodo Graumann
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23 Satz:

(1) SeiT:U C R" - R" abgeschlossen (d.h. das Bild einer abgeschlossenen Menge ist wieder
abgeschlossen) und stetig differenzierbar. Dann ist T(L(R")) C L(R").

(ii) Ist L: R" — R" eine umkehrbare lineare Abbildung, dann ist fiir jedes A € L(R"):

An(L(A)) = |det L|4,(A)

24 Korollar:

Ist F: R" - R" eine euklidische Bewegung, also F(x) = L(x) + a@ mit L orthogonal, dann ist
A, (F(A)) = 4,(L(A)) = 4,(A).

1.3 Messbare Funktionen

Es soll ein Integralbegriff definiert werden, der das Riemann-Integral erweitert. Beispielsweise
ist die Dirichlet-Funktion 1g nicht Riemann-integriebar, da jedes Teilintervall einer endlichen
Zerlegung von [a, b] sowohl rationale als auch irrationale Stellen enthilt.

Sei (X, A, u) ein MaBiraum. Es sollen Integrale fiir Funktionen f: X — R definiert werden.
Es muss dazu eine Teilmenge ,,geeigneter* Funktionen ausgewihlt werden (nach Banach-Tarski-
Paradoxon).

25 Definition: ,,Spur-c-Algebra‘
Sei (X, A) ein messbarer Raum sowie E C X. Damnist Ap = ANE={ANE|A€ A}
die von A auf E induzierte Spur-c-Algebra.

26 Definition: ,,messbare Funktion‘¢
Seien (X, A), (Y, B) messbare Rdiume und E C X dann hei}t f: E — Y (A, B)-messbar, wenn
VBe B: f{(B) € Ag.

27 Satz: Eigenschaften messbarer Funktionen
(i) Falls B von einem System S C P(Y) erzeugt wird, dann ist f: X — Y genau dann (A, 15)-
messbar, wenn V.S € S: f71(S) € Ag.

(ii) Ist f: X - Y (A, B)-messbar und E C X, dann ist auch f|; (A, 13)-messbar.

(ii1) Sei X = U;’i , Xi» X; € A, dann ist die (A, B)-Messbarkeit auf jedem X; hinreichend fiir
die (A, B)-Messbarkeit auf ganz X.

(iv) Ist (X, A, p) ein vollstindiger MaBraum und N C X eine Nullmenge, dann ist f], auch
(A, B)-messbar. Insbesondere gilt: Sind f, g: X — Y Abbildungen mit f messbar und g
nur auf einer Nullmenge von f verschieden, dann ist auch g messbar.

Ist (Y, d) ein metrischer Raum, so wird in der Regel die Borel-c-Algebra BB verwendet.
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28 Definition: ,,Borel-messbare Funktionen‘

Seien (X, .A) ein messbarer und (Y, @) ein topologischer Raum, dann heilit /1 X — Y A-
messbar, falls sie (A, B(Y))-messbar ist. Insbesondere ist f .A-messbar, falls f~'(U) € A fiir
alle U € O.

29 Korollar:
Seien (X, .A) ein messbarer und (Y}, d,), (Y5, d,) metrische Raume sowie h: Y, — Y, stetig.
Dann ist fiir jede .A-messbare Abbildung f: X — Y auch h o f A-messbar.

Beweis (29) Sei V' C Y, offen. Dann ist auch U = A~ (V) offen und

(he 'MW ="M= WeAa

30 Korollar:

Seien (X, A) ein messbarer Raum und f: X — R eine Abbildung. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) f ist A-messbar

(i) VaeR:{xeX | f(x)>a}e A
(iii) VaeR: {xe X | f(x)>a}e A
iv) VaeR:{xeX | fx)<a}le A
V) VaeR:{xeX| fx)<a}leA

Zur einfacheren Formulierung von Konvergenzaussagen erweitern wir R durch Hinzufiigen
von +oo und —oo zu R = R U {—o00, +o0}. Dabei setzen wir

(£00) + (£o0) = +o0

(xc0) 4+ a=a+ (xo0) = +o00
(+0)-a=a-(+o0) =sgn(a) - +c0
(+00) + (—0) = (—0) + (+00) =0
(£0)-0=0"-(£0) =0

Danmit ist R beziiglich + und - abgeschlossen. Die Operationen sind weiterhin kommutativ jedoch
nicht mehr assoziativ. Die Topologie ist dann: A C R, wenn A N R offen und +c0 € A = Ja €
R:(a,+0] C A, —c0c € A=>TbER:(—0,b] C A

Funktionen f: X — R heiBen numerische Funktionen.

31 Definition: ,,

Sei (X, A) ein messbarer Raum, dann heifit f: X — R A-messbar, falls sie (A, B(@))—messbar
ist.
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32 Bemerkung:
Die obige Charakterisierung .4-messbarer Funktionen iibertriagt sich auch auf numerische

Funktionen.

33 Satz:
Sei (X, A) ein messbarer Raum.

(i) Sind f, g X - R A-messbar, so auch f + g, f - g, max(f, g), | |-

(i) f=(fy, -, f,): X - R"ist A-messbar genau dann, wenn jedes f; .A-messbar ist.

(i) f: X - R, n € N seien A-messbar. Dann sind auch sup,en S Inf ,eny £ limsup, o f,,
und liminf,_,  f, A-messbar.

34 Bemerkung: zu numerischen Funktionen
(1) Der Name ist etwas merwiirdig. Im Englischen sagt man ,,Extended Real Valued Function®.

(i) Hierarchie der Beliebigkeit: die Frage wie man 0 o co oder co — oo definiert ist nicht allge-
mein festgelegt.

(iii) Es gab und gibt viele Versuche R um unendliche Groen zu erweitern, sodass algebraische
Eigenschaften erhalten bleiben. (Nichtstandard Methoden / Nonstandard Analysis)

(iv) Bis auf weiteres sind Fallunterscheidungen notig.

35 Definition: ,,Einfache Funktionen‘
(1) Fir A C X definiert man die charakteristische Funktion

1, xeA

LX - (0,1}, 1,x)=
0,1}, 1,(x) {0’ x A

1, ist dann .A-messbar, wenn 1;1(1) =A€A.

(i) f: X — R heift einfach, wenn fiir n disjunkte Mengen A; € X und reelle Koeffizienten
¢ €ER

f= Z ¢ily,
i=1

Aquivalent kann man verlangen dass f auf X nur endlich viele unterschiedliche Werte in
R annimmt.

36 Satz: einfache Anniherbarkeit von messbaren Funktionen
Falls f: X — [0, co] messbar ist, dann ist sie monoton von unten durch messbare einfache
Funktionen f;: X — [0, oo) annéhrbar. Das heif3it f,(x) /' f(x) fiir alle x € X.
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Beweis (36) Betrachte zunéchst die einfachen Funktionen ¢, : [0, co] — [0, o] mit ¢, () /' ¥
fiir alle y € [0, o0). (Konstruktion erfolgt spiter). Dann folgt unmittelbar fiir f; (x) = @, (f(x)),
dass f,(x) /' @, (f(x)) = @(f(x)) = f(x). Nach der Kettenregel folgt die Messbarkeit von f
aus der von f und ¢,.

Definition der ¢,:

k, >k
@ (y) = { Y -

-~ . . X
izl Q5y<2’_k, 1<i<k2

37 Satz: Messbarkeit bei punktweiser Konvergenz
Seien f;: X — Y messbar, Y ein metrischer Raum und f(x) = lim,_, , f;(x) fiir alle x € X,
dann ist auch f messbar.

38 Satz: fast gleichmiiBige Konvergenz
Sei E C X messbar mit y(E) < cound f: E — Rmessbar mitVx € R: f(x) = lim,,_, ., f(%).
Dann existieren fiir alle Paare 6, € > 0 ein messbares A C E und ein k, so, dass u(A) < 6 sowie
| fr(x) — f(x)| < efirx e E\ Aund k > k.
Beweis (38) Wir betrachten die Mengen

Gi={x€E||fix) =~ f()] 2¢}

E;=JG ={x€E|Ik2m|fi(x)- fx)| 2 €}
k=1
Offensichtlich ist E,, eine monotone Folge E; 2 E, 2 ---. Dann ist
NEn={x€E|VkIfid-f)l2e} =2
m=1

wegen der Punktweisen Konvergenz. Somit ist lim,,,_, ., u(E,) = u (ﬂ;’rf:l Em) = u(@)=0.

= 3ImA=E,, u(A) <
x€ EN\A=>Vk>m|fi(x)— f(x)| <€
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1.4 Integration messbarer Funktionen

Einfache Funktionen sind Verallgemeinerungen von Treppenfunktionen sodass man sinnvoller-
weise das Riemannintegral in [a, b] C R verallgemeinern zu

n
v =2 aly,
k=1
n
/ pdu = Z cH(Ap N E)
E

k=1

39 Satz: Eigenschaften des Integrales fiir einfache ¢
() Es ist unabhéngig von der Wahl des Représentanten von ¢ (Eindeutigkeit).

(i) [ (@ + py)du = a [ odu + p [ wdu (Linearitir)
(i) ENE,=@=> /[ £uE, PN = / , Pdp+ / &, Wdu (Mengenadditivitdr)
(i) @(x) <y(x) > fE @du < fE wdu (Monotonie)

(i) | [ edul < [ loldu < u(B)lloll«

Ziel Wir wollen das Integral so auf moglichst alle messbaren Funktionen erweitern, dass die
obigen Eigenschaften erhalten bleiben. Abgesehen von unendlichen Werten soll die Messbarkeit
hinreichend und notwendig fiir die Integrierbarkeit sein.

40 Satz:

Sei E C X messbar und f: E — R eine auf E durch M beschrinkte Funktion. Dann gilt mit
einfachen Funktionen ¢ und y:

sup/(pd,uz inf/q/d,u
o<fJE v2/ JE
genau dann, wenn f messbar ist.

Beweis (40) Angenommen f ist messbar. Fiir ein beliebiges aber festes m betrachten wir nun
die folgenden Niveaumengen

- 1M
Ek:={x€E‘u<f(x)§£M}, k=-m1—-m,--,m—1,m
m m
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Dafiir definieren wir dann

o (k—1HM
Pu(x):i= Y %lm(x)
k=—m

. = Vx € E: () < f(3) < yip(®)
vai= Y R (0

k=—m

o (k=DM - kM
/E ouiu=Y EIM () < /E vadu= Y My,

k=—m k=—m

k=m

k— 1M
/wmdﬂ—/(pmdu=/(wm—(pm)du= Z kM- ( ) H(E)
E E E m m

k=—m

m

M M < M
= Z EM(Ek) = ; Z M(Ek) = ?,U(E)

k=—m k=—m

inf/u/dy—sup/god,us inf /l//mdﬂ— sup /(pmd,u
v2f J g o<fJE vo2f JE on<fJE

= inf / wdy — Sup/ @dpu < inf / W — @p)du = inf MM(E) =0
vf J g o<f JE meN [ p meN m

Mit der Monotonie des Integrals iiber einfachen Funktionen gilt dann die behauptete Gleichheit.
Umgekehrt seien ¢, < f und y, > f beliebige Folgen einfacher Funktionen fiir die gilt

lim @, dp = lim/wnd,u
n—oo E n—0oo E

Diese miissen nach Voraussetzung existieren. Daraus folgt

/wndu - / @dp < / (v, —@,)du — 0
E E E

Dann sei ¢,.: = sup @, und y,: = inf y,. Dafiir gilt Punktweise ¢, (x) < f(x) < y,.(x) und @,
sowie y, sind messbar.
Angenommen ,u({ x€E | v, () > @, (x) }) > 0, dann folgt fiir ein € > 0 auch

uA):= u({ x € [y, (0> @, (x) +¢€ }) >0
f»y({er | y,(x) > (p,,(x)+£}) =g,>0

/ (v, — @,)du > / (v, — @)du = / edu=eu(A,) >0
E A, A

€

Da dies fiir alle n gilt widerspricht dies der Voraussetzung, dass / £ (W —@)du — 0 gilt. Also
gilt u({ x € E | ¢,.(x) <w,(x) }) = 0.

= /((P*dﬂ) = / wdu=> pu{ x € E | f(x) # @, (x) ) =0
E E

Das heilit wegen der Vollstindigkeit von yu ist f messbar.
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41 Definition: ,,Integral, Lebesgue-Integral
Falls E C X und f messbar mit f beschrinkt ist, so setzen wir

/fd,u:= inf /q/d,u
E v>f E

w einfach

Falls y = 4, das Lebesguemal ist, spricht man vom Lebesgue-Integral und schreibt einfach

/fd,u =:/f(x)dx
E E

42 Korollar:
Falls f:[a,b] — R beschrinkt und Riemann-integrierbar ist, dann ist f messbar und das
Lebesgue-Integral stimmt mit dem Riemann-Integral iiberein.

Beweis (42) Die bei der Definition des Riemann-Integralls verwendeten Unter- und Obersum-
men sind Integrale iiber einfache Funktionen. Ihre Ubereinstimmung impliziert sofort die Uber-
einstimmung des obigen Supremums mit dem Infinimum, also Messbarkeit.

Beispiel Es ist jedoch nicht jede Lebesgue-integrierbare Funktion auch Riemann-integrierbar.
Z.B. ist mit Q: = Q N [0, 1] die Funktion 15 nicht Riemann-integrierbar, da das obere Integral
immer 1 und das untere immer 0 ist. Allerdings ist 14 als einfache Funktion Lebesgue-messbar
bzw. -integrierbar.

43 Definition: ,,L.ebesgue-Integral unbeschrinkter Funktionen‘
Falls f: X — [0, 00] und E C X messbar sind, setzen wir

/fd,uzsup{/(pdﬂ’OS(psf,(peinfach}
E E

44 Lemma: Eigenschaften des allgemeinen Lebesgue-Integrals
Das obige Integral erfiillt die Eigenschaften (ii), (iv) aus Satz 39 (Eigenschaften des Integrales
fiir einfache @) sowie fE afdu = afE fdu falls a > 0.

45 Satz: Lemma von Fatou

Eine nicht-negative Folge von messbaren Funktion f, konvergiere Punktweise gegen f und
sei E C X messbar. Dann gilt

liminf/fndMZ/fdu
n—oo E E

Beweis (45) Es reicht zu zeigen, dass die Ungleichung fiir ein beliebiges einfaches ¢ gilt.
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Ist fE @du = oo, so gilt
A=E\ ¢ '(0)= pA)=c0, xEA=p(x)>a>0

Ap={x€E|Vk2nfi(x)>a}, Ac|]A4,
n=1

lim w(4,) = u((J 4,) 2 w(A) = 00, A, C A,

n=1

/E fodyt > ap(A,) — oo
Im anderen Fall, 0 < / £ @dp < oo, withlen wir ein € > 0 beliebig. Dann definieren wir
Ayp={x€E|Vk>n: fi(x)>(1-e)px) }
A, C Ay S C CJAn 24, (A\4,=0
n=1
H(A\A,) =0

Das heif3t fiir ein bestimmtes n, gilt n > ny = u(A\ A,) < €. Mit p(x) < M fiir x € E:

/fndMZ/ fna’uZ(l—s)/ odi

E A, A,

=(1—6)/(Pdﬂ—/ (PdﬂZ(l—f)/(l’dﬂ—fM
A A\A, E

Also gilt

liminf/ fodpu > (1 - 8)/ eduy —eM
n—oo E E
fiir e — 0 ergibt sich genau die Behauptung.

46 Korollar: Monotone Konvergenz
Sei f, eine folge messbarer Funktionen mit 0 < f,, < f auf E messbar die punktweise gegen
f konvergiert. Dann gilt

lim / fodu = / fdu
n—o0 E E

Beweis (46) Aus der Monotonie des Integrals und dem Lemma von Fatou folgt

/fd,uZ/fndyZIiminf/fnd,uZ/fdy
E E h=e JE E
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47 Lemma: Linearitét des Integrals fiir nicht-negative Funktionen
Sind f und g nichtnegative messbare Funktionen, so gilt

/(af+/3g)d/«t=a/fd/4+ﬂ/gdﬂ
E E E

Beweis (47) Nach Satz 36 (einfache Annéherbarkeit von messbaren Funktionen) gibt es einfa-
che Funktionen ¢, /' f und v, /' g. O.B.d.A. seien diese einfachen Funktionen nicht-negativ.
Also gilt folgende konvergenz von unten

Jim ag,(x) + fy,(x) = af(x) + Pg(x)

Mit monotoner Konvergenzaussage gilt also

/ (af + fg)du = lim / (2, + Pw,)du
E = JE

=lim/a(pndu+ﬂ/v/,,dﬂ=a/fdﬂ+ﬁ/gdﬂ
n-o | E E E

48 Korollar: Vertauschung von Reihen und Integralen
Ist £, > 0, E messbar, so gilt

/E;f,,dF;/Efndu

49 Definition: ,,Integrablitéit*
(1) f: X — [0, o] heil3t integrabel auf E C X, falls

/fdu<oo

(i) f: X — [—c0, 0] heiBt integrabel, wenn sowohl f*(x) = max(0, f(x)) als auch f~(x) =
max (0, — f(x)) integrabel sind. Man setzt dann

/fdﬂi=/f+du—/f'dﬂ
E E E

50 Lemma: Linearitit
Falls f, g auf E integrabel und a, § € R sind, so gilt

®
/(af+ﬂg)dﬂ=a/fdﬂ+ﬂ/gdﬂ
E E E

(i1) fiir messbare h folgt aus |h| < g, dass auch A integrabel ist mit

I/hdﬂIS/IhldﬂS/ng<oo
E E E
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51 Satz: Satz von Lebesgue iiber beschrinkte Konvergenz
Falls f, auf E punktweise gegen f konvergiert und | f,(x)| < g(x) in E gilt, so folgt aus der
Integrabilitit von g die von f und es gilt

/ fdu=im [ fodu
E = JE

Beweis (51) Wir betrachten die beiden nicht-negativen Funktionen

O0<g+/f,—g+/f
0<g-f,—g—f

Nach Fatou ist dann

/gd,u+liminf/if,1d,u=1iminf/(gifn)dyZ/(gif)dM:/gdﬂi/fdﬂ
E n—oo E n—oo E E E E
liminf/fndMZ/fdy

n—oo E E

liminf/—fnd,u=—limsup/fndMZ—/fdM

=0 E n—oo E E

/fdysliminf fndyslimsup/fnd,us/fdy
E = JE E E

n—oo

1.5 Produktmafe und Integration

Ziel ist die Definition und Auswertung von MaBen und Integralen in R" durch geschachtelte
Integration in R.

Voraussetzung Durchgingig gehen wir von zwei 6-endlichen Mafrdumen (X, A, 1), (Y, B, V)
und ihrem kartesischen Produkt Z: = X XY= { (x,y) | x € X Ay € Y } aus. Fiir einfache Teil-
mengen von Z (Rechtecken) A X B mit A € A;, B € B, definieren wir den Produktinhalt
A=uxv

A(A X B) = u(A)v(B)
Die Aufgabe ist dann 4 eindeutig von (A, X B,) auf die von (A, X B, erzeugte c-Algebra zu

erweitern.

52 Definition und Satz: ,,Figuren, Produktmaf
Die Menge Cj: = { UL, (A; x B) | Vi=1l,---,m A, € A, AB; € B, } bildet eine Algebra,
wobei 0.B.d.A. paarweise Disjunktheit der (A; X B;) angenommen werden kann. Dann ist fiir
E=J, E; € Cymit E;:= A; X B; durch

ME) =) u(A)U(B;)
i=1
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ein c-endlicher und c-additiver Inhalt definiert. A heiflit das Produktmaf und wird mit A = y X v
bezeichnet.

53 Korollar: Maf}

Der Inhalt 4 = p X v lasst sich eindeutig zu einem MaB A auf die von C, erzeugte c-Algebra
C, erweitern.

Beweis (Definition und Satz 52 (Figuren, ProduktmaB)) Schnittbildung: E = A X B, E =
AX B

EnE=(AnAXx(BnB)eC,

Entsprechend fiir endliche Vereinigungen E = | JI_, E;

E=ULE;>EnE=UL UL (EnE)eC,.
E\E=(B\B)X(A\AUMANA)XB\BUMBNB)X(A\A) eC(,.

EUE = (E\ E)U E ist eine disjunkte Zerlegung in C,. AuBerdem ist:
E=Z\E=(XXYV\E€E€C(,

Somit haben wir gezeigt, dass C, eine Algebra ist. Die o-Endlichkeit folgt aus der vorausgesetzten
o-Endlichkeit von g und v. Ist (J2, X; = X mit u(X;) < co und [J2,Y; = ¥ mit W(Y;) < co
und 0.B.dA. X; C X, sowie ¥; C Y, dann gilt fiir Z, = X; X Y;: U2, Z; = Z und
NZ) = (X PUY,) < oo

54 Definition und Satz: ,,Schnitte‘
Falls E € C, dann sind die Schnitte

E:={z|(x,2)€E}CY
Ey:={z|(z,y)EE}§X

B, bzw. A, messbar.

Beweis (54) Sei S € C, die Menge der E fiir die die Behauptung wahr ist. Nun reicht es zu
zeigen, dass C, C S ist und S eine beziiglich abzéhlbarer Vereinigung abgeschlossen Algebra
ist.

m
E€Cy= E=|JE,E = A xB,
i=1
m
E;={zeY|(x2)€E})={zeY |Ai(x2)€EE }={zeY|Tize(E), }=|]JE)
i=1

X

D, x & A;
B;, x€A

1

<E,->x={z|(x,z>eE,-}={zlxeAfAzeB"}:{

E.=|]J B cB,

XEA;

Aufgrund der Symmetrie gilt dann auch E, C A,.
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Sei nun E = | J2, E; dann gilt

Ex={zeY|Eli:(x,z)eE,-}={zeY|Eli:ze(E,-)x}
=J{zev |ze®E), } =] E,
i=1 i=1

Damit ist also E, € B, da dieses System eine 6-Algebra ist. Entsprechend gilt E, C A, also
ECS.
Weiter ist

EeS=>(Z\E),={ze€Y |(x,2)€Z\E}={ze€Y |(x,2)¢E}={z€Y |z¢ E, } =Y\E,

Somit ist .S eine o-Algebra.

55 Satz:
Fir £ € C_ gilt:
x = V(E,) ist eine A -messbare Funktion und
y — WE)) ist eine B,-messbare Funktion sowie

/ WE,)du(x) = / W(E,)dv(y)
X Y

Beweis (55) Sei S C C, die Menge der E € C, fiir die die Behauptung gilt. Wir zeigen zuerst,
dass Cy C S gilt:
Betrachte E € Cy mit E = | |" | A; X B;. Dann ist (wie oben)
E.

i

Ex = U (Ei)x = U Bi
i=1

XEA;
WE)= ) uB)= )1, (x)B)
i,XEA; i=1

unter der Annahme das auch die B, auch disjunkt sind. Dies ist eine einfache Funktion und des-
halb auch messbar. Entsprechendes gilt fiir E;:

(E)) = Y\ 15 (Mu(A)
i=1

Integration ergibt unmittelbar

m

/ WE,)du =) B / 1, ()du(x) = Y UB)u(A,) = / u(E)dv(y)
X X

i=1 Y

i=1
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Betrachte nun E = (J2| E; mit E; € S. 0.B.d.A. sei E; C E;,; monoton steigend in X X Y.
Dann sind die Schnitte (E;), € (E;,), ebenenfalls Monoton steigend in Y. Dann ist W(E,) =
lim;_,  V((E;),) wegen Stetigkeit von unten des MaB3es. Die v((E;),) bilden eine monoton stei-
gende Folge nicht negativer, messbarer Funktionen. Also ist nach dem Korrolar iiber monotone
Konvergenz (Korollar 46 (Monotone Konvergenz)) ist dann auch v(E, ) als Funktion von x mess-
bar und es gilt

/ WE)du(x) = lim / W(E),)du(x)
X =00 X

Entsrechend gilt symmetrisch

/ WE,)du(») = lim / W(ED,)du(y)
Y ®Jy

Die beiden Grenzwerte sind aber gleich, da E; € .S ist.
Um Abschluss beziiglich Schnitten zu zeigen betrachten wir die absteigende Folge E; 2 E, 2

1.Fall Sei E, C A X B mit u(A) und v(B) endlich. Wegen der Stetigkeit von oben gilt dann fiir
E:.= ﬂ;’il E;, dass W(E,) = lim;_, , V((E;),) mit V((E;),) < WE;) < oo. Also haben die

11— 00

V((E;),) die messbaren Grenzfunktionen v(E ) und es gilt wiederum
[ Eoaueo = tim [ w(Epaueo = fim [ wED)auty = [ W auo)
X 11— 00 X I—>00 Y Y
2.Fall Es ist o-Endlichkeit vorausgesetzt:

x=Jx.Xx, c Xy, Y=Y vicvy,
i=1 i=1

Vi: u(X;) < o0, u(Y;) < o0

[o0]

U(Xl-in)=X><Y
i=1

E;, = En (X, xY)) erfiillen sicherlich die Behauptung des 1.Falls. Dann gilt

/ V(E) )du(x) = / H((E;),)dv(y)
X Y

i—o0

— [ WE)du(x) = / H(E,)dVv(x)
X Y

da die W((E;),) eine monoton steigende Folge nichtnegative Funktionen bilden und des-
halb gegen eine messbare Funktion w(E,): X — [0, co] konvergieren, dessen Integral der
Grenzwert der Monotonen Folge f x V(E),)du(x) ist.

Damit haben wir den Abschluss beziiglich abzihlbarer Vereinigungen und Schnitte gezeigt. Wir
sind aulerdem von der Algebra C,, ausgegangen. Deshalb ist S eine c-Algebra. Also S = C,.
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56 Korollar:
Unter den obigen Voraussetzungen wird durch

AME):= / WE,)du(x) = / H(E,)dv(y)
X Y

ein Mal} definiert, dass gerade die (wegen c-Endlichkeit) eindeutige Erweiterung des Inhaltes
A= uxvauf C, darstellt.

57 Satz: Fubini
Es sind zwei MaBrdume (X, A, ), (Y, B, v) mit c-endlichen MaBlen gegeben und eine C,-
messbare Abbildung f: X X Y — [0, co]. Dann ist

xn—>/f(x,y)dv(y) A, -messbar
Y

J"—’/f(X,y)d,u(y) B_-messbar
X

und es gilt fiir die Integrale

S, y)yd(uxv) = /

X

/ S, p)dv(y)du(x) = / / JCe, »)dpu(x)dv(y)
Y YJX

XXY

Beweis (57) Zunichst betrachte f=1; mit EC X XY

/f(x’y)dv(.V)z/lEdV(y)=/1EXdV(y)=V(Ex)
Y Y Y

Dies ist als messbar bekannt. Analog folgt die Messbarkeit fiir f x S »du(y) = u(E)) und
die vertauschung der Integrale folgt wegen f X WE,)du(x) = fY ,u(Ey)dv(y) (Satz 55). Dann gilt
die Behauptung auch unmittelbar fiir einfache Funktionen, da diese linearkombinationen von
charakteristischen Funktionen sind.

Beliebige messbare f > 0 sind nun Grenzwerte monoton steigende Folgen einfacher Funktio-
nen f;(x,y). Dann sind wegen der Monotonie des Integrals auch die beiden Funktionenfolgen
fY fi(x, y)dv(y) und / x Ji(x, y)du(x) monoton steigend und es gilt nach Korollar 46 (Monotone
Konvergenz)

lim / fiGe, »)aw(y) = / lim f;(x, y)dwW(y)
11— 00 Y Yl—)oo

Da die Behauptung fiir jedes einfache f; bereits erwiesen wurde gilt weiter ebenfalls nach (Ko-
rollar 46 (Monotone Konvergenz)):

/ / fi(x, y)ydv(y)du(x) = / / S, yydu(x)dv(y)
XJY YJX

e, / / St AV du(x) = / / S DARAV)
XJY YJX
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58 Korollar: weitere Aussage

Ist f in Satz 57 (Fubini) nicht messbar sondern integrierbar, so ist x fY f(x, »)dv(y) p-
integrierbar fiir fast alle x und symmetrisch y — / x J(x, y)du(x) v-integrierbar.

Beweis (58) Wegen der Integrierbarkeit sind / v *td(u % v) und f xxy Jd(p X v) endlich.
Fiir £ und f~ gilt jeweils Satz 57 (Fubini):

FEd(ux V) = / / 2 YAV du()
XXY X \Y

/

—:g5(x)

Dabei ist g* eine nicht-negative Funktion von x mit endlichem Integral beziiglich u. Sie kann
also nur auf einer p-Nullmenge unendlich sein (analog fiir f x/f *(x, y)du(x)) und es folgt

fd(uxv) = / frd(uxv) - S (x, y)d(uxv)
XXY XxXY

XXY

=//f+(x,y)dv(y)d,u(x)—//f_(x,y)dv(x)dy(x)
XY XY

=/ </ f+(x,y)dV(y)—/f‘(x,y)dV(y)> dp(x)
X Y Y

=//f+(x,y)—f_(x,y)dv(y)d#(x)=//f(x,y)dv(y)dﬂ(x)
Xy Xy

Wobei sich die andere Integralreihenfolge symmetrisch ergibt.

Beispiel Wir betrachten f(x, y): = xe**” auf [0, 1]> mit dem Lebesguemal:

1 1
// xe*Ydydx =/ <[xex+y](]) —/ ex+ydx> dy
0 0

(0,112
1 | 1
=/ [e1+y—0—ex+y]0dy=/ edy=e—1
0 0
1

1
// xe*tVdydx =/ [xex+y](1)dx=/ x(e — 1)e*dx
1P 0 0
X 1
=(-1) ([xex]o —/ exdx> =e—1
0
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ein weiters Beispiel:

1 =z 1 1 1
/ / xcos(xy)dydx:/ [sin(xy)]6r dx=/ sin(zx)dx = [—l cos(ﬂx)] = 2
0 0 0 0 T 0 /4
T 1 ¥4 1 1 T o3 1
/ / cos(xy)dxdy = / ([f sin(xy)] - / L sinGey)dndy = / =2 [C"S(jy)] dy
o Jo 0 y 0 oY 0 y y 0
V4 1 _1
=/ <s1ny+cosy2 >dy
0 y y

,»Gegenbeispiel*
2 .2 2
X" =y d X
X, )= = arctan(=
Ji= o as = gy ieant)
—

=:p

diese Fuktion ist auf [0, 1]? nicht vollstindig nicht-negativ und auch nicht integrierbar. Somit ist
es nicht verwunderlich, dass die Behauptung von (Satz 57 (Fubini)) nicht zutrifft. Zuersteinmal
kommutieren die partiellen Ableitungen

a(p 1 y dy
=5 2
X (1.;_7)}, 2 +x

0 — — 0x
2o X - XDy

oy (1+5)2 X+

Betrachten wir nun die Integrale:

1 1 2 2 1 1 1
X" =y —X -1 1 /4
= 7Y axdy= X | ay= dy = [—arctan y]} = - Z
/o /o 2y /0 2+, /o [ Yo =7y
1 1 2 _ .2 1 1 1
/ / X 7Y ydx = / Y | ax= / L dx = [arctan x]) = Z
o Jo (x2+y%)? o Lx¥*+)?] o l+x? 4

Problem Wir wollen nun den Satz von Fubini auf X = R", Y = R™ mit dem Lebesguemal}
anwenden. Dann ist C, = A (L(R") X L(R™)) # L(R™™), da C nicht vollstindig sein muss.
Genauer gilt:

() LR x LR™) S LER™™)
(i) AG(LR") X LR™) C LR™™)

(iii) A, (L(R™) x L(R™)) # L(R"*™). Denn betrachte man beispielsweise E = {p} X B mit
p € R" und B C R™ nicht A,,-messbar. Dann ist E eine Nullmenge in £(R"*™) jedoch ist
E, nicht messbar.

V) Apgml A c@mxc@my = 4n X Ay
(v) Die Vervollstindigung ergibt jedoch £(R™*™).
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59 Korollar: Charakterisierung von Nullmengen
Sei E € C. Dann gilt A(E) =0 gdw. u(E)) =0 fiir y € Y v-fast-iiberall. Bzw. W(E,) = O fiir
x € X p-fast-iiberall.

Beweis (59) Esist x — v(E,) > 0 p-messbar und fiir A € X messbar gilt:
0< / WE)du(x) < / WE,)du(x) = A(E) = 0
A X

nach (Korollar 56). Wegen dem Ergebnis von Ubung 5.1b ist dann W(E,) = 0 p-fast-liberall.
Damit gilt die Hinrichtung. Umgekehrt ist A(E) = /x V(E,)du(x) = 0.

60 Satz:
Seien (X, A, u), (Y, B, v) vollstindige MaBrdume. Sowie C = A_(A X B). Wenn E € C eine
p X v-Nullmenge ist und F C E, dann gilt u(F,) = 0 v-fast-tiberall und v(F,) = 0 p-fast-iiberall.

Beweis (60) Fiir die Fasern gilt ebenfalls F, C E . Nach (Korollar 59 (Charakterisierung von
Nullmengen)) gibt es ein X, € X messbar mit u(X \ X)) = 0 mit Vx € X: u(E,) = 0. Nach
der Definition der Vollstidndigkeit ist fiir x € X, auch F, messbar und v(F,) = 0. Analog fiir

u(F)).

61 Satz: Satz von Fubini fiir vollstiindige MaBe
Seien (x, A, u), (Y, B, v) vollstindige MaBriume mit C = A (A X B),A = u X v und C die
Vervollstindigung von C beziiglich 4.
(i) Ist f: X X Y — [0, co] C-messbar, dann gilt

a) x — f(x,y) ist v-fast-iiberall .A-messbar.
y > f(x,y) ist p-fast-iiberall 3-messbar.

b) x> fY f(x, y)dw(y) ist v-fast-iiberall .A-messbar.
ye [ « J(x, ¥)du(x) ist p-fast-iiberall B-messbar.

c)

/ S, y)di(x, y) = / / SO, y)dv(y)du(x) = / / S, »du(x)dv(y)
XXY XJY YJX

(1) Fir f: X XY —> R C-integrierbar analog.
62 Korollar: Fubini fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen

Sind A C R", B C R™ Lebesguemessbare Mengen und f: A X B — R Lebesgue-integrierbar
bzw. nicht-negativ und messbar. Dann gilt

fdAppm = / / fdA,di, = / / fdA,da,
AXB AJB BJA
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Ist f = gh mit messbaren Funktionen g: A — R,h: B — R so gilt

fd, = (/ gd/ln)(/ hd4,,)
AXB A B

63 Korollar: Integration iiber nicht-rechteckige Mengen

Sei E C R" Lebesguemessbar und f: E — R, dann gilt

/ fdi, = / 1, fdA, = / / T TE TR V) NN O v
E Rn Rl Rn—l

= / / fda,_,dx;
RJE,

64 Korollar: Prinzip von Cavalieri

Fiir ein beliebiges E € L(R") gilt

An(E)z/’in—l(Exi)dﬂ(xi):/ )'I(Ey)dﬁn—l(y)
R Rn-1

Beispiel Sei A € L(R”, f: A - [0, o] Lebesgue-messbar. Dann betrachten wir das Volumen
V,={(x,y)eR™ | xeAyel0fx)]}

unter dem Graphen von f. Dann gilt
A1 (Vi) = / A (Vp)dA,(x) = / S(x)dA,(x)
R” A
Denn fiir den Schnitt gilt: (V), = { y | y € [0, f(x)] }.

Beispiel 2  Sei f:[a, b] —» R™ Lebesgue-integrierbar. Dann betrachten wir den Rotationskdrper
K des Graphen von f um die x-Achse. Dann gilt

b
A4(K) = / A (K )dA(x) = 7 / (x)dx
R a
denn die K, sind Kreisscheiben mit Radius f(x).

1.6 Transformationsformel fiir das Lebesgue-Integral
Wir wollen die Transformationsformel (Substitution) fiir das Riemann-Integral:
o(b) b ,
f@®)dt = / fo(x)e' (x)dx
a

o(a)

auf das Lebesgue-Integral iibertragen. (¢ ist ein C'-Diffeomorphismus auf [a, b] und f stetig auf
dem Bild von ¢.)
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65 Satz: MaBtransformation

Sei @: U C R" — R” ein C!-Diffeomorphismus, so gilt

VA € LWU): p(A) € L A A, (p(A)) = / |det Vop|dA,
A

66 Korollar:

Transformationsformel

Sei @: U C R" — R” ein C!-Diffeomorphismus, so gilt

VA € L), f € L' (p(A),R): fop € £/\/

fdi, = / (o @ldet Volda,
A

@(A)

Beweis (Satz 65 (MaBtransformation)) Die Messbarkeit von ¢(A) folgt aus der Abgeschlos-
senheit von @.

(i) Wir brauchen die Gleichheit nur lokal zeigen, da die linke und rechte Seite jeweils Mal3e
sind, also c-additiv und jedes A in beliebig kleine, abzéhlbar viele disjukte Teilmengen
zerlegt werden konnen.

(i) Fir n > 2 reicht es die lokale Eigenschaft nur fiir solche ¢ zu zeigen, fiir die ¢ in einer
Koordinate identisch ist, denn

a)

b)

Sind @,: U; = U, und @,: U, = U, C'-Diffeomorphismen die die Gleichheit erfiil-
len, dann erfiillt auch die Komposition ¢, » ¢, die Gleichheit. Wir wenden dazu die
Gleichheit von ¢, und die Transformationsformel fiir ¢, an (Das heifit wir verwen-
den die Aussage, dass die Transformationsformel aus Satz 65 (MaBtransformation)
folgt!):

In(@r(0y(UY) = / (det Voo di, = [ |det Ve, o gy ldet Voo, || d,
(Pl(Ul) Ul\ 4

v
|det V(@09

Sei T}; die Vertauschung der i-ten und j-ten Koordinate. Gilt fiir T;; o ¢ ° T}, die
Behauptung, dann gilt sie auch fiir ¢, denn

In(T( (T (UN) = |det T;; | A, (@(Tiy(UN)) = [ |det V(T o @ o Tyy)|d4,
U/

S A, (T, (U")) = / |det V| o Ty, o |det Ty, |dA, = / |det VopldA,

u’ U
Sei p:U — R ein Cl—Diffeomorphismus und p € U fix. Aus |det Vo(p)| #
0 kann man durch Vertauschung der Koordinaten in Bild- und Definitionsbereich
09,

i # 0 erlangen. Setzen wir nun y(x): = (@,(x), x,, -+, x,), dann ist det Vy =
1

‘;—f: # 0 und es existiert folglich eine Umkehrung w L. Fiir p(y) = @ oy~ ! und
¥y = w(x) folgt p lasst die erste Koordinate fix: p(y) = (¥, po(»), -+ p,(»)). Bis auf
Vertauschung kann man also jeden C'-Diffeomorphisums als Komposition zweier

C!-Diffeomorphismen schreiben, welche mindestens eine Koordinate festlassen.

Prof. Griewank Bodo Graumann



Analysis I1Ib 2 Vektoranalysis Seite 32

(iii) Der eigentliche Beweis erfolgt jetzt durch Induktion iiber n.
Induktionsanfang n =1
Wir betrachten die MaBe p;(A) = 4,(@(A)), u,(A) = fA |@'|d A, auf L(U).

e Fiir A = [a, b] folgt die Behauptung iiber die Transformationsformel fiir das
Riemannintegral.

e Wegen [a,b) = U;’;l [a,b— %] und der Unterhalbstetigkeit fiir Maf3e gilt die
Gleichheit von p und p, auf dem Ring der halboffenen Intervalle. Weil y; und
U, o-endlich sind folgt die Gleichheit auf £(U) aus der Eindeutigkeit der Fort-
setzung.

Induktionsvoraussetzung Die Behauptung gilt fiir alle C'-Diffeomorphismen in Di-
mensionn — 1 € N.

Induktionsschritt Sei
p:US (1,x) - (Lo(x) ER", ¢:U ={xeR"|t,x)eU}->R"!

Dann ist [det Vo|(z, x) = |det ¢,|(x) und @(A), = ¢,(A,) sowie

A(@(A)) = /R Ap—1(@(A))dt — /R An1(@(A)dt
// |det Vo, |(x)dA,_(x)dt = // lA (x)|det Vo|(t, x)dA,_ dt

/ |det VopldA,

Beispiel Sei Kg:= { (x,y,2) € R® | x* + ) + z> < R* } die Vollkugel mit Radius R und
(x,y,z) =wyla, p,r) = (rcosacos f,rcosasin f, rsin a)

Dann ist w: U = (0,27) X (-%.7) X (O,R) — R3 ein Cl—Diffeomorphismus mit |det Vy| =
2 cos f und A3(Kg) = A3(w(U)). Mit der Transformationsformel gilt dann:

2z R
43(K) = 6”3:/" cos pd A’ = / / / rzcosﬁa’rdﬂdag:ier3
w(U) z Jo 3
2

2 Vektoranalysis

Motivation/Fragestellung Héufig mochte man Analysis auf gekriimmten Fldchen und anderen
sogenannten ,,Mannigfaltigkeiten® (manifold) durchfiihren. Zum Beispiel die Berechnung des
Durchschnitts einer gegebenen Temperaturverteilung auf der Erdoberflache. Letztlich betrachten
wir den GauB3schen Divergenzsatz der die Aussage formalisiert, dass das Integral des Fluss iiber
den Rand mit dem Integral iiber das eingeschlossene Volumen zusammenhéngt.
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2.1 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

67 Definition und Satz: ,,(Unter-) Mannigfaltigkeit, Parametrisierung*

Eine Teilmenge M C R" heilit (Unter-) Mannigfaltigkeit der Dimension d < n, wenn eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(i) Zu jedem x € M existiert eine Umgebung U C R",x € U und ein F € C!(U,R"™9)
sodass

F'ONU=MNU A VyeUrtk(VRy)=n—-d

(mit anderen Worten sind die Elemente der Mannigfaltigkeit lokal Losungen von n — d
Gleichungen)

(ii) Zujedem x € M gibt es eine Umgebung U C R”, x € U und ein injektives y € C!(2, R"),
Q C R? offen so, dass y(2)=UnM, yl},—l(M) : 2 — M homoomorph ist und rk(y' (w)) =
d. Dann hei3it y eine Parametrisierung.

(iii) Es existiert eine solche Parametrisierung y, die in d Komponenten die identische Abbil-
dung ist. (M ist Graph einer Funktion.)

(iv) ,.Biigelabbildung*: Fiir jedes x € M gibt es eine Umgebung U C R",x € U und ein
Q C R" sowie einen C'-Diffeomorphismus y: 2 — U mit y "' (M n U) € R? x {0}"~¢.

Hat eine Parametrisierung den maximalen Rang d, so heil3t sie reguldr.

Beweis (67) (i) = (iii)

Bis auf Permutation der Variablen in RY habe F’ die Form F'(x,y) = (%, %) mit % €
R=DX(1=d) picht singulir an der Stelle (x4, y,) und F(x,, y,) = 0. Dann existiert nach dem Impli-
ziten Funktionen Theorem eine differenzierbare Funktion g: Q2 C RY — R"? sodass g(xp) = ¥

und F(x, g(x)) = O fiir alle x € Q. Dann setzen wir x = w und y(w) = . Dann gilt

w
g(w)
7' (x) = (g ’ix)) also rk(y") = d. Somit ist y in hinreichend kleiner Umgebung injektiv sodass

nach Einschrinkung von U gilt: y(22) = M N U 3 (xg, yy)-
(iii) = (i1) folgt trivialerweise, da es sich um einen Spezialfall handelt.

(i) = (1) O.BdA. y = <JJ:1> mit y; = I e R pichtsinguldr. Dann folgt aus dem
2

Jdw
Umkehrfunktionensatz nahe y(wgy) = (xg, y9) = (71(®g), ¥2(wy)) die Existenz einer Funktion
h e CI(U(yl(wo)), R?) mit h(y,(w)) = w fiir alle v = w,. Dann gilt F(x, y):= y,(h(x)) —y €
C'U(r1(@p) X Uyp), R™) mit &£ = —1 € R und Fix,y) = 0 & y = p(),
x = y;(w) fiir ein w = w,.

Beispiel M:= { (x,y,2) € R3 | X2+ y2 + 22 =77 } ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension
d=2,da F(x,y,z)= x2+y2 +22=r* =0 genau R> auf M einschrinkt und VF = 2(x, y,z) # 0.
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Betrachten wirnun M,:= { (x,y,z) € M | ax + fy + yz = 1 }, so erhalten wir unter der Bedin-
gung r > “(a—lﬁy)“ eine Mannigfaltigkeit der Dimension d = 1.
Eine Parametrisierung der Kugel M ergibt sich zum Beispiel lokal am Nordpol oder Siidpol

iiber @ = (x, y) als y(@) = (x, y, £1/r2 — x2 — y2). Am Aquator funktioniert dies jedoch nicht.

Bemerkung Mannigfaltigkeiten brauchen nicht zusammenhéngend sein und kénnen durch Ver-
einigungen mehrerer disjunkter Teilmanigfaltigkeiten entstehen, da die Forderungen der Defin-
tionen nur lokaler Natur sind.

Beispiel M = { x eR” | xTAx =p } mit einem p # O und A = AT nicht singulir. Dann ist
die charakterisierende Gleichung F = xTAx—p=0und VF(x) =2Ax # 0dax # Ofirx € M.

Wihlen wir A = <(1) _01>, so erhalten wir x% - x% = p und damit Hyperbelpaare.

Beispiele Die Parametrisierung der Kugel erfolgt oft mit den Eulerwinkeln. Dabei wird ¢ als
Langengrad und 0 als Azemuthwinkel, das heiflit Winkel zum Nordpol, gewéhlt. Dann ergibt sich
die Transformation (sin 8 cos ¢, cos 6 cos @, cos 0).

M={A=A" € R” | det(4)=0,A#0 } = <; ’;) ay = p*=0,lal+]r| >0

Fa.p.y)

VEa.p.y) = (1, =2p.0) #0 = A#0

Diese Mannigfaltigkeit hat die Dimension 2 = 4 —2, weil die Matrix zu ay—pp’ =0, f—p’ = 0:

—_— 4 —_—
(Y p 4 g) den Range 2 hat. Es handelt sich in M um die 2 X 2-Matrizen mit Rang 1.

0o 1 -1
Als Parametrisierung erhalten wir y,(w,, ®,) = ww’ fiir die positiv semidefiniten Matrizen und
w
¥2(w, ®,) = —ww' fiir die negativ semidefiniten Matrizen.

68 Definition: ,,Karte, Kartengebiet*

Ein offenes Teilgebiet G = M N U mit einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R"
und einer offenen Menge U C R" heilit Kartengebiet wenn es Bild einer injektiven reguléren
Parametrisierung y: w € R" — R" ist, das heifit y(£2) = G. Dann heift y auch Karte von G.

69 Lemma: Aquivalenz von Karten
Je zwei Karten y,: 2, — G und y,: £, — G sind dquivalent in dem Sinne, dass es einen
Diffeomorphismus 7: £, — €, gibt mit

Yo=yeT
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Beweis (69) Wegen der vorausgesetzten Injektivitéit von y; und y,, existiert T =y’ Lo 7, und
T-' = 23 Lo 1. Nach der Regularitit von y existiert eine Projektion P = (eJT) jes € R mit
e; € R"und J C {1, ,n},|J| = d sodass

Pr@) = (€ p(@));er = (,(@));cs: 2 = R

in einer offenen Teilmenge 2, C 2 mit w, € £, eine nichtsingulire Jacobimatrix. (Py,(w))" =
(Vr1,j(®)) e, Dann existiert nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen eine Funktion

h: U(P(y,(@y))) € RY — RY, hoPoy,(@)=w Yo € Q,

AuBerdem ist A sogar stetig differenzierbar und das selbe gilt fiir A=!. Also ist auch T= h o Po
72(@5): 2, — €, auf allen Umgebungen und damit auf ganz €2, differenzierbar. Entsprechend
ist auch T~ differenzierbar und es gilt y, = y; o T sowie y; =y, e T\

70 Definition: ,,Differenzierbarkeit

Sei M C R”" eine d-dimensionale C!-Mannigfaltigkeit. f: M — R” heiBt stetig differenzierbar
wenn fiir jede Karte y: 2 — M die Verkniipfung foy eine C'-Abbildung ist foy: 2 C R" — R".

71 Definition: ,,Grammatrix, Integrierbarkeit*
(i) Fiir eine Karte y: 2 — G heil3t

n

i=1,-,d
I (@) = 7@y (@) = ( ¥ @), M) - i

0w; 0w ;
k=1 ! J j=1,--.d
die Grammatrix von y. Sie ist symmetrisch positiv definit sodass

Vo € Q2:g,(w):= det(Fy(a))) >0

(i) f:G — R heiBit integrierbar beziiglich y, falls ® +— V&, (@) f(r(w)) auf der Menge (2
Lebesgue-integrierbar ist. Man setzt dann

Eéfdﬂ = / g, (@) f(r(w))dw
Q
14

72 Satz: Wohldefiniertheit

Die Definition des Integrals iiber einer Mannigfaltigkeit ist unabhiingig von der Wahl der Karte
y, sodass wir schreiben konnen:

ygfdﬂ 1= ?{fd/l = / 8,(@) f(y(w))dw
Q
G Y
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Beweis (72) Wir betrachten die alternative Karte 7: 2 — G mit7 = yo T, T: 2 — Q. Nach der
Kettenregel ergibt sich

7'(@) =7 (M@)NT' (@) = T,@) =T @) (v (Te)y (T(@) T' (&)
T,(@) = T'(@)" I (T@&)T' (@)
g;(@) = det(T" (®))*g, (T(®))

;ﬁfdfl = /!2 [(7(@))4/ g(@)dd = /Q [y » T(&))4/ g, (T(@))|det(T(@))|dc>
14

= /Q f(r(w))4/ g, (w)dw =¢fd/1
14

nach dem Transformationssatz.

73 Korollar:
_ w dxn . .
Falls y(w) = ( A (co)> € R ergibt sich

5A fdi = / f(r(@)Vdet(i + VA(@)TV h(w))dw
Q

4

speziell fiir Hyperflichen, das heiltd =n—-1=> h € R:
i = [ s/t + IV h@ o
Q
Y

Beweis (73)
1
a <h?;))> == <Vh(a>)> > @) =7'(@)"y'(@) = I+ Vh(@) Vh()

Istd = n— 1, das heit M ist eine Hyperfliche, so ist a:= Vh(w) € R" also I' = I + aa’ und
det(I + aa”) = H;’zl A; wobei 4; die Eigenwerte sind. a ist Eigenvektor mit Eigenwert 1 + llall?
und kann zu einer orthogonalen Basis erweitert werden, sodass 4; = 1 fiir j = 1, -+, n. Also ist

det(I +aa”) = 1 + ||al|5 wie behauptet.

Anwendung Wir wollen die Fliche der Nordhalbkugel mit Radius 2 berechnen, die im Schnitt
mit dem Zylinder x + (y — 1)*> = 1 liegt. Dabei verwenden wir die folgenden Eulerwinkel:
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(2sin @ cos @, 2 sin 8 sin @, 2 cos ) und es ergibt sich

cos(f)cos(p) — sin(B) sin(g)
y'(w) = 2| cos(0) sin(p)  sin(8) cos(g)
—sin(6) 0

cos(8) cos? (@) + cos2(0) sin?(@) + sin*(6) 0 )

! T, —
Nw) =y () y'(w) =4 ( 0 sin®(6) sin*(g) + sin*(9) cos(¢)

1 0 / .
=4 <0 sin2(9)> 7 VE(@) =4sin®

Was ist der Parametrisierungsbereich Q2 = { 0<0<3 | T—0<@p<6 }? Auf der Schnittkurve
gilt
(2 sin(0) cos(@))? + (2 sin(0) sin(p) — 1)*> = 1 = sin(0) = sin(p)

Im Inneren des kleinen Kreises gilt @ < ¢ < 7 — 60 und es ergibt sich die Fliche des Ausschnittes:

/ 14/g,(w)do = / / 2sin(@)de do = / 2 sin(0)(x — 260)d0
Q [0.21 J [0.7-6] [0.]

= [—2cos()(x — 20]; — / 2cos(0)2d0 =2z — [4sin(0)]] =2m—4
[0.%

Dies ist offensichtlich falsch, da die Schnittflache des Kegels mit der xy-Ebene die Fliche = >
27 —4 hat 7.
Die Anwendung der jeweiligen Ergebnisse fiir Lebesgue-Integrale iiber £ C R? auf Funktio-

nen f(y())+/g, (@) ergibt
(i) ist f integrabel iiber G, so sind auch | f| und f~, f* integrabel

(i1) sind f, auf G integrabel und konvergieren monoton steigend, punktweise gegen f, so
konvergieren auch die Integrale gegen das von f.

(iii) beschrinkte Konvergenz

Frage Wie definiert man das Integral iiber einer Untermannigfaltigkeit, die nicht durch eine
einzige Karte tiberdeckt werden kann. (z.B. S2)

Antwort Man verwendet eine Zerlegung der 1.

74 Definition: ,,Zerlegung der 1¢
Eine abzéhlbare Menge von Funktionen ¢;: M — [0, 1] heifit Zerlegung der 1 auf M falls

alle Tréger suppe; = { xXeEM | g >0 } = el._l(_{O}) im Inneren eines Kartengebietes von M
enthalten sind und

Vx € M: g;(x)=1
i=1

wobei jedes x nur zu endlich vielen Trigern gehoren darf.
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Beispiel Man kann zum Beispiel die Hutfunktionen £, = max(0, 1 — |x — k|) wihlen. Diese ist
zwar global Lipschitzstetig aber nicht tiberall differenzierbar.
Alternativ wihlt man die C*-Funktion

»

1
v, (d) = 1jg e 77

Zu zeigen: Jede Untermannigfaltigkeit M C R” besitzt eine Zerlegung der Eins mit stetigen
Funktionen ¢; die auf einer offenen Umgebung von M in R” definiert werden konnen.

Folgerung Wir konnen definieren

yffd/l =25£fkd/1, fi=f" e
M =G,

und dem Gebiet G, 2 supp(g,). Zu zeigen bleibt Wohldefiniertheit und Eindeutigkeit.

75 Lemma: lokale Funktionen

Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R” und x € V'C M mit V' offen in M. Dann existiert
eine stetige Funktion ¢: M — [0, 1] sodass ¢(x) # 0 und supp(e) C V.

Beweis (75) Man wihlt zum Beispiel ein p > 0,% € V, Bp()"c) N M C M und die Funktion
@,(1x = xI)).

76 Satz: Kompakte Ausschopfung
Fiir jede Untermannigfaltigkeit M existiert eine aufsteigende Folge kompakter K; € M sodass

K CK CKiy CKiyy CKipp C o
und M = |J2, K;.

Beweis (76) Man definiere ein abzihlbares System offener Menge V; C M mit V; C M, z.B.

V; = O; N M wobei die Q; offene Quader mit rationalen Ecken sind und a, N M kompakt sowie
2, Vi = M und wihle

k; kit
Ky =" K; = U c Vi
1

i=1 i=

=

fiir hinreichend grofe k;. Die so konstruierten K; erfiillen die Behauptung.

77 Korrolar und Definition: ,,Atlas*

Jede Untermannigfaltigkeit M C R" hat einen abzihlbaren Atlas A = (G,);cy, das heilit eine
Vereinigung abzéhlbar vieler Kartengebiete G;.
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Beweis (77) Wir wissen jeder Punkt x € M gehort zu einem Kartengebiet. Jedes K; wird
also durch endlich viele dieser Kartengebiete liberdeckt (wegen Kompaktheit). Das System aller
dieser ausgewdhlten Kartengebiete ist somit abzdhlbar.

78 Satz: untergeordnete Zerlegungen der 1
Zu jedem Atlas A einer Untermannigfaltigkeit M gibt es eine Zerlegung der 1,

0]

g =1, g:M —[0,1],¢; € C(M)

i=1

die ihr untergeordnet ist in dem Sinne, dasss i ein G; existiert sodass supp(e;) C G;.

Beweis (78) K; \ Int(K;_;) € Int(K;,;) \ K;_, offen.

Fiir alle x € K; \ Int(K;_,) existiert eine Umgebung V' C Int(K, ) \ K;_, und entsprechend
eine Funktion ¢;,: M — [0, 1] mit ¢;,(x) > 0 und supp(¢;,) € G; N (Int(K;y;) \ K;_,). Die
strikten Tréger { xeM | @i, (%) >0 } bilden eine offene Uberdeckung des K; \ Int(K;_,). Also
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung durch die Tréger von Funktionen ¢;; fiir j = 1, -, n; < 00.

Da die Tréger der @;; hochstens noch nach K, \ K; oder K;_; \ K;_, reichen, schneiden
hochstens n;_; + n; + n,,; die Menge K; \ Int(K;_,). Folglich gehort jedes x € M hochstens zu
endlich vielen Trédgern der ¢;; und die Summe

(o] o]
P(x):= ) Y ¢,;(x)
i=1 j=1
ist eine tiberallpositive, stetige Funktion. Deshalb ist
4T
E; e = ?
eine stetige Funktion und nach Umsortierung eine Zerlegung der 1.

79 Lemma und Definition: ,,Integral auf einem Kartengebiet‘

Falls f: M — R mit supp(f) C G ein Kartengebiet ist, so ist f auf G integrierbar genau dann,

wenn fiir jede Zerlegung der 1 die Produkte f - ¢; auf G integrierbar sind und )77, /. ¢ | f€ildA,
existiert. Dann gilt

/Gfdxj =;/Gfe,.d,1j

Beweis (79)

Fall 1 d = n, das heifit M = ( ist offene Teilmenge von R". Ist f integrierbar auf g, so ist
auch | f| integrierbar auf G, also |¢; f| < |f] fiir jedes i und |g; f| ist integrierbar nach
Majorantenkriterium.
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fi= (Z;‘zl €;)| f| ist eine monoton steigende, punktweise konvergente Folge, sodass nach

monotoner Konvergenz gilt

k k &)
|fld4, = lim / gl f1dA, = lim /eilfld/ln = /lsifldxln
L k—o0 G; k—»oo; G zzzl G
k
lim / g, fdA = / fda
k— o0 G; G

folgt nach Lebesgue aus gemeinsamer Beschrinkung |Zl’.‘=1 gf1 <111

Fall 2 Ist M eine echte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so betrachtet man Parametri-
sierungen y: 2 — G und wendet die Argumentation von Fall 1 auf die Zerlegung der 1
n;: = g; o y auf £ und den Integranden fi=(fe Y)4/8, an.

Bemerkung Die Zerlegung der 1 ist eher ein theoretisches als ein praktischen Werkzeug. In-
tegrale iiber Mannigfaltigkeiten miissen fast immer numerisch angenédhert werden. Dann sind
verschiedene Darstellungen iiber Zerlegungen nicht mehr exakt dquivalent.

80 Definition und Satz: ,,Integrierbarkeit auf Untermannigfaltigkeiten‘

Ist M eine Untermannigfaltigkeit von R”, so heifit f: M — [—o0, co] integrierbar iiber M falls
fiir einen Atlas .A und eine untergeordnete Zerlegung der 1, 1 = 37, &, gilt, dass die fe; mit
supp(e;) C G integrierbar sind und

25£|f|eidzd <
i=1M

Dann setzt man

yf fdig:= 55 fe,dA,
M =1y

Beweis (80) Es ist die Unabhingigkeit von der Wahl des Atlas und der Zerlegung der 1 zu

o0

zeigen. Wihle also einen anderen Atlas .A” und eine untergeordnete Zerlegung der 1: 37 #;, = 1.
| frge;l < | fe;| mit supp(fre;) C supp(fe;) C G;. Also sind sowohl fi,e; als auch | fi. €|
integrierbar nach Lemma und Definition 79 (Integral auf einem Kartengebiet) und es gilt

% Jmdiy = Z ﬁ Jreidiy

M =1y

i imarg = 3 o 1rncleias,
M =1y
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Umgekehrt gilt wegen der Integrierbarkeit von fe; und Zerlegungseigenschaft von 7,

yf fedig =) yf femdiy
M k=13

Summation {iber i ergibt fiir Absolutbetrige
Zﬁ | flemdi, = ZEA | fle;dA; < oo
i=1 M i=1 5

i k=1

Deswegen darf die Doppelsumme umgeordnet werden.
Y [ irtedis =3 3 B irtemas, = 3 3 o 1rima,
i=1 /M k=1i=1 3 k=1i=1 3

Das Gleiche folgt aus beschriankter Konvergenz nach Lebesgue fiir den Integranden ohne Betrag.
Also sind beide Darstellungen wohldefiniert und ergeben denselben Wert.

81 Definition: ,,Messbarkeit, Volumen*
Eine beliebige Teilmenge A C M heilit messbar, wenn die charakteristische Funktion1 ,: M —
{0, 1} integrierbar ist. Man nennt dann

Vy(A): = 55 1,dA,

M

das Volumen von A.

82 Satz: Kompakta
Jede stetige Funktion auf einer kompakten Teilmenge A C M ist dariiber integrierbar.

Beweis (82) Wir betrachten nur den Fall, dass A Teilmenge eines Kartengebiets. (Allgemein

dann mit Zerlegung der 1) Mit y: 2 — G ergibt sich die stetige Funktion 4/ 8, (w) f(y(w)). Das
Urbild B: = y~!(A) ist auch kompakt und messbar. Also ist

Eéfd/ld = 5£f1Ad/1d = / (fer)(w)4/ g, (@)1 g(w)dw
Q
A M

Bemerkung Sitze tiber monotone und beschrinkte Konvergenz lassen sich auf Untermannig-
faltigkeiten erweitern.

Néchste Hiirde Viele ,,Oberflichen” sind keine reguldren Mannigfaltigkeiten sondern haben
»Knicke*, das heiflit Ableitungsspriinge in Parametrisierungen.
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83 Definition: ,,Hausdorff Nullmengen*

Eine Menge N C R" heilit Hausdorff Nullmenge der Dimension d < n oder kurz d-Nullmenge,
falls zu jedem & > 0 eine Uberdeckung N C U;2, W, mit Wiirfeln der Kantenlinge r; existiert

sodass }7°, r;i <e.

Beispiel Fiir d = n erhalten wir genau die Nullmengen beziiglich des Lebesguemales 4,,.

84 Lemma: Elementare Eigenschaften
(i) Jede Teilmenge einer d-Nullmenge ist wieder eine d-Nullmenge

(ii) Fiir d < d' ist jede d-Nullmenge auch eine d’-Nullmenge

(iii) Jede abzihlbare Vereinigung von d-Nullmengen ist wieder eine d-Nullmenge.

85 Lemma: Vererbung unter Lipschitz- bzw. C'-Abbildungen

(i) Falls N C R" d-Nullmenge und F: N — R"™ Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L ist,
dann ist auch F(N) C R™ eine d-Nullmenge.

(ii) Falls U € R" — R™ auf einem offenen U C R" stetig differenzierbar und N C U
d-Nullmenge ist, dann ist auch F(N) eine d-Nullmenge.

Beweis (85)

() Nc U2, W, mit ¥ ¢ < e, dann folgt aus dem Schrankensatz F(W, N N) C W, mit
Kantenldngen von hochstens 2 Lr;. Dann folgt dass auch » 7 | FZ < 2919 beliebig klein
gemacht werden kann.

(ii) Betrachte eine Ausschopfung von U = [ J2,| K; durch kompakte Teilmengen, zum Beispiel
Wiirfel mit rationalen Ecken. Dann hat || F'(x)|| auf K; jeweils ein Maximum L;, dass
Lipschitz-Konstante von f auf K; N N ist. Daraus folgt nach (i), dass F(K; N N) und
nach (iii) von Lemma 84 (Elementare Eigenschaften) auch die abz#dhlbare Vereinigung
F(N) = [J32, F(N n K;) d-Nullmenge ist.

86 Korollar: Untermannigfaltigkeiten
Jede d dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" ist d + j-Nullmenge fiir 1 < j <n—d.

Beweis (86) Betrachte einen Atlas A = {Gj }J,zl s mit G; = y;(£)) fir ; C R?. Wobei

0.B.d.A. vi(w) = < ) ,w € R? einmal stetig differenzierbar. Modifiziere

w
hj(w)

_ (w; n
7 <a)l> =7j(@)), 0 X0, € 2; x {0}"4 CR
2 ~—

£
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Dann ist Q ; € Rdx{O}"_d (d+i)-Nullmenge wegen der Differenzierbarkeit fiir das Bild ¥ (Q )=
y;(£2;) = G;. Damit ist auch die gesamte Mannigfaltigkeit M = U;; G; ebenfalls eine d-
Nullmenge.

87 Satz: Nullmengenkriterium

Eine Teilmenge N C M einer Untermannigfaltigkeit M C R”" ist d-Nullmenge genau dann,
wenn fiir jede Karte y;: 2, — G, ineinem Atlas M C [ J2| G; gilt, dass y;” '(NNG,) d-Nullmenge
ist. Was wiederum équivalent zu 4,(y;” NN G)) =0ist.

Beweis (87) Die letzte Aquivalenz folgt wiederum aus der Maf3theorie, da 2, = y_l (G)) C R,
N ist d-Nullmenge <& N N G; ist d-Nullmenge fiir jedes i € N & y (NN G;) ist d-Nullmenge,
da y; nach Definition ein Diffeomorphismus ist.

88 Satz: Anderung von Integranden

Fals f, f: M - RU {0} und f iiber einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M integrierbar
ist. Dann folgt aus der Bedingung, dass

N={fx)#/x)|xeM}

eine d-Nullmenge ist, die Integrierbarkeit von f iiber M mit

i Fasg = i s,
M M

Mit anderen Worten: Der Wert des Integrals dndert sich nicht, wenn man den Integranden auf
einer d-Nullmenge dndert.

Beweis (88) Fiir ein individuelles Kartengebiet G = y(£2) ist

ﬁfdfld =/Q(f°}’)(w) g,(w)dw =/Q(f°}’)(w) g,(w)dw =E£fd/1d
G G

da f ey von fey nur auf der d -Nullmenge y~'(G n N) abweichen kann. Auf ganz M ergibt sich
dann die Behauptung sofort mit einer geeigneten Zerlegung der 1.

89 Definition: ,,C-Fliche*

Eine Menge X C R”" heifit C!-Fldche der Dimension d falls es eine nichtleere Teilmenge
M C X gibt, sodass

(i) M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R" ist.
(i) X \ M ist eine d-Nullmenge.
(iii) M liegt dichtin X.

Falls d = n — 1 ist spricht man von einer C’-Hyperfldche.
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90 Definition und Satz: ,,*
Fiir eine C!-Fldche X und f integrierbar auf dem reguldren Teil M C X setze

yf fda, = yf fda,

X M

Diese Definition ist eindeutig, das heif3t sie ergibt denselben Wert fiir alle moglichen M C X.

Beweis (90) Sei M ein alternativer regulirer Teil. Dann ist auch X \ (M N M) = (X \ M) U
(X \ M) ist auch eine d-Nullmenge. AuBerdem ist M\ M C X \ M sowie M \ M C X\ M
eine d-Nullmenge und somit

iy = o ez, = b s,

M MnM M

2.2 Integralsiitze von Gaul3 und Stokes

Der Integralsatz von GauB3 wird auch Divergenzsatz genannt.

Intuitive Herleitung Sei F(x): R” — R die Flussgeschlindigkeit einer imkompressiblen Fliis-
sigkeit und G C R” ein zusammenhingendes Gebiet mit stiickweise glattem Rand. v: 0G — R"
ist der nach auBlen zeigende Normalenvektor. Fx)Twx) = (F(x), v(x)) ist der normale Fluss an
der Stelle x € dG. Der gesamte Fluss fiir die Einheitsnormalen [[v(x)||,: = 1 ist, wenn wir G in
zweil Gebiete G| und G, disjunkt zerteilen:

/ Fo)Tw(x)dA, ((x) = / F)Tv(x)dA,_(x) + / Fx)Tv(x)dA,_;(x)
G G\dG, 0G\dG,

= / Fo)"vi(x)dA,_ (x) + / F) vy(x)d A, (x)
0G,\dG,

9G,\0G,

; / FOOT vy (), () + / FOOT v (), ()
9G,NIG, 9G1NIG,

~;
& y=-y,
_ / R v,y () + / FT v, ()
9G, 0G,

Wiederholte Zerlegung in Wiirfel W;,i =1, ---, m ergibt
m
/ F(x)Tv(x)dAn_l(x) = Z / F(x)Tvi(x)dAn_l + Randstiickchen
G i oW,

Wobei W, offen, paarweise disjunkt sind und |J*, W; = G.
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Frage Was ist / oW F(x)Tv(x)d/ln_ 1(x) fiir Wiirfel der Kantenldnge 2r mit Zentrum im Ur-
sprung? Da Kanten und Ecken (n — 1)-Nullmengen sind, ergibt sich

I:=/ F)Tv(x)dA,_;(x) = Z </ Fx)e,d4, _;(x) —/ F(X)Tekdin—l(x)>
ow k=1 \Y Oy k

k Qk

wobei Qf: = { (W, s Wiy gy, yoee,) € R™ | =1 <wy <1 }die Seitenhyperfldchen des Wiir-

fels sind.

Die Q;f sind Untermannigfaltigkeiten der Dimension n — 1 parametrisiert durch n — 1 Werte

w; mit entsprechender Haar-Matrix I € R"~Dx(=D,

J
n
I = Z </ .../ elng(wl’ “es ’wk_l’r’ wk+1’ e wndw] vee dwn_l
k=1 [=r.r] [=r.r]

_/ / eZF(Wp"'ywk—l’_r’wkﬂa""wndwl ...dw,,_1>
[—r,r] [=r.r]

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung gilt fiir F, = ezF :

Fr(wy, - Wiy F Wigys - w,) = F (W, o, Wiy, =1 Wiy g, 00, W)
oF,
9 Wy, o s W5 Xj, Wiy 15+ 5 W) k
[—r.r] Xk wy

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

/ F(X)TV(X)din l(x) = / / _Fk(w)dwl ...dwn
ow k=1 [-r.r] [=r.r] axk

_ 2 / 9 Fx)da, (x) = / div(F(x))dA,(x)
0xk w

wobei

div(F(x)): = Tr(VF(x)) = Z 9Fx)

= 0x,

die Divergenz von F an x ist.

Das iibertragen wir dann auf das gesamte Gebiet iiber die Zerlegung in Wiirfel und erhalten
den Integralsatz von Gauf3

/ Fo)Tv(x)dA,_; (x) = / div(F(x))dA, (x)
G G
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X
Beispiel Sei G =.S,. Dann ist der Koordinatenvektor | y | gleichzeitig der Normalenvektor und
z
somit gilt
X
Gauf} .
/ xy+ yz + zxd4, =/ (y z x) y|di, = / dlv((y z x))d/l3 =0
S, S, z B

10) o ——
=0

Bemerkung Zu kliren bleibt die genau Definition und Berechnung der Normalen v(x) an fast
allen Randpunkten eines geeigneten Gebietes G.

91 Definition und Satz: ,,Normale‘
An jedem Punkt x, einer reguldren Hyperfliche M C R" (d.h. Untermannigfaltigkeit der Di-
mension d = n — 1) existiert ein sogenannter Normalenvektor vi: M — R", v(x,) # 0 so, dass fiir
alle differenzierbaren Pfade x, x(¢) € M, x(0) = x, gilt

T 0 '
—x(t = 0)=0
v(x) 3 tx( ) o v(x0)x"(0)
Je zwei Normalen v(x;) und ¥(x,) mit dieser Eigenschaft sind Vielfache voneinander. Falls M
lokal Nullstellenmenge einer Funktion f: R" — R ist, mit V f(x;) # O so bildet dieser Gradient
nach Transposition eine Normale.

Beweis (91) Da ein geeignetes f existiert und fiir beliebig differenzierbares x, x(¥) € M gilt

_9
0=+ f(>_€(t))

= Vf(xp)Vx(0)

t=0

Das heiBt v(x,) = V f(x,)" ist Normale.
Fiir eine Parametrisierung y: 2 — M, x, € y(£2) betrachte einen beliebigen Pfad x: R — M,
x(t) = y(wy, -, Wy_y, Wy + 1, Wy, ,w,) € M mit der Tangenten x'(0) = ;Tyk(xo) 1.

Jegliche Normale muss also orthogonal zu den Spalten der Matrix A: = Vy(x,) € R™=D gein:
ATy = 0. Da laut Voraussetzung rk(A) = n — 1 ist, ist der Kern von A eindimensional, sodass
nichtnullelemente Vielfache voneinander und insbesondere von V f(x,) sind.

92 Korollar: Orientierbarkeit

Wenn M = f ~1(0) oder M = y(£2) ein Kartengebiet ist, dann ist M orientierbar in dem Sinne,
dass es eine stetige Normale vi: M — R" \ {0} gibt.

Beweis (92) In 1. Fall wihle v(x) = V f(x) # 0 der 2. Fall wird spéter mit Hilfe des du3eren
Produktes gezeigt.
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Bemerkung Das Mobiusband ist nicht orientierbar.

93 Definition: ,,Integral in Normalenrichtung*
Falls M eine orientierbare Hyperfliche ist mit Einheitsnormalen v, ||v(x)|| = 1, so setzen wir

ﬁ F(x)dA,_(x):= ﬁ F(x)v(x)dA,_;(x)
(M,v) M
fiir beliebige stetige F: M — R.

94 Definition: ,,reguliirer Randpunkt, C!-Polyeder, C!-Polytop*“

Fiir G C R" heilt x, € G reguldrer Randpunkt von G, wenn es eine offene Umgebung U
von x, und eine Funktion f € C!(U,R) gibt, sodass GNU = {x € U | f(x) <0} und Vx €
U: V f(x) # 0 ist. Die Menge aller solcher Punkte ist offen in G und heilt regulirer Rand d"G.
Falls der singuldre Rand oG \ 0" G eine (n — 1)-Nullmenge und in G abgeschlossen ist, heiit G
C!-Polyeder. Wenn G aulerdem beschrinkt und damit kompakt ist, heilit es C’-Polytop.

Bemerkung Nach dieser Definition ist der reguldre Rand eine Teilmannigfaltigkeit.

95 Definition: ,,Integral iiber C'-Polytop*
Fiir ein C'-Polytop G und F: R" — R" stetig auf einer Umgebung von G setze

/ FOOW(x)dA,_(x):= EA F)v(x)d4,_;(x)
G
G

wobei jeweils v(x) = % und x € 9"G. Diese Normale ist eindeutig.

96 Lemma:
Betrachte den berandeten Wiirfel

Wi={(x},,x)€R"|aq;<x;<b,i=1-,n=1, 0<x,<h(x;,,x,_|) }

mit h € CY(U)und U 2 [a,,by] X - X [a,_1,b,_;], h > Ound F € C'(U) mit U 2 W. Dann
gilt

/ div(F(x))d4,(x) = / - Foov(x)d4,_ (x)
W J

w
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Beweis (96) Mit F,:= e£F :

/ div(F(x))dA,(x) —/ —Fk(x)d/l (x)

Wk

n
Fubm1
/ / / a O, e x)dx, dx, oo dxy = 2 I,
k=1 la;,b] [a,_1.b,—1] J [0,h(x1,x,_)] 9%k p

Inz/ .../ Fn(xl’...’xn_l’h(xl’...’xn_l))_Fn(xl’...’ e I’O)dx ...dxl
la1.b] la,_1:b

5 —1+Yn—1
= / ---/ Fn(xl,"' n— 1,h(x1,---,xn_1))dxn_1 ---dx1 +/ FVdj‘n—l
lapby]  J1a, b, O

Fiir k < n:

e of
[ay.b [a_1.b— 1] [ar11:D141] [an_1,b,_1]

/ / a e (xq, e X, A, e x,_))dx, dxge dxg, e doxg g dXgey e dixg
lag.bed J10,ACx ,++x,)] 9%k

J/

v
=1z;

Zur abkiirzenden Schreibung betrachten wir (xy, -+, x;_1, X4, -+ » X,,_1) fiir z; als konstant und
lassen es weg.

by [h(xy) 0
zZp = k(xk,x )dx, dx, = zﬁfcyo (Fk(xk,x Wdx, Fk(xk,h(xk))a—xkh(xk)dxk

X1

=/ Fk(bk,xn)dxn _/ Fk(ak,xn)d.xn _/ Fk(xk,h(xk)) h(xk)dxk
[0.A(by)] [0.h(a))] lag.by]
ohne k ohne k
Ik:/ / Zp(eps e X s Xpggs s XA, g e dxy
[al’bl] [anfl’bnfl]
ohne k ohne k
= Fe(xq, o X s bpes Xy o0 x,)dx, dx, oo dixy
la1.b,] [an-1,0,-1] J[0,h(by)]

ohne k ohne k
‘/ / / F(Xps e X g Xy X)X, A,y 5 dxy
lay.by] [@—1-b,-11 J [0,h(ay)]

ohnek ohne k
/ / Fr(xp, o X g, (X, -0, X 1))_h('x1"“’xn—l)d'xn—l e dx
[a;,b] la,_1,b,-1]

8

FvdA,_, +/ FvdA,_
oy

ohne k

ohnek 0
/ / Fr(xp, e, x,- l’h(xl"“’xn—l))a_h(xl"“’xn—l)dxn—l e dxg
la;.b] [a,—1:b,-1] Xk
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Insgesamt ergibt sich

n—1

div(F(x))dA,(x) = / Fvda,_ —/
/W gi( of "o

n—1
oh
+/ / F (X X, h(xp, e X, 1)) — Z Fk("')a_("')dxn—l e dx,
[a;.b] la,—1.b,-1] k=1 Xk

7

FVd)’n—l > +/ F\/din_l
or

k n

'g
siehe unten

= —Vh
= f[a],bl] f[an—l‘bn_ﬂ F( 1 )dxn_1 ...dxl
=/Q; Fudx,,_;

= / FVdAn—l
oW

Beweis (Korollar 92 (Orientierbarkeit)) 2. Teil
Dies zeigt auch die letzte Gleichheit oben. Wir schreiben X fiir x, ---, x,,_

M = y(Q), y(w) = (h?c)o)> ,we RCR!

v(x) = V(x, — h(X)T = (=Vh, )T

5£ Fudd, | = / F(X, h(X)) (‘WI’(X)> Ve di, (X)
J Q V1+ ||Vh(X)||i
- /Q k

97 Lemma:
Fallsy: 2 > M c R", 2 c R" "istund y'(x) = (%) =: A den Rang n — 1 fiir alle
7/ j=1,---,n—1

x € Q hat, so ergibt sich eine Normale durch das duflere Produkt oder Dachprodukt

~~
=1

1

3
|

(= FeX RO hOX0 + F, (X hOONA -, (0
1 k

vx)=a; Aay A Aa, = (1D det(4y)),_, . €R"
wobei ay, -++,a,_; die Spalten von A sind und A, aus A bei weglassen der k-ten Zeile entsteht.
Es gelten folgende Eigenschaften:
n—1

() b"(a; Aay A+ Aa,_y) = det (b A) insbesondere ist /\l a; orthogonal zu allen Spalten-
j:

vektoren von A, also der Kern von A7 und deshalb eine Normale.

(i) llay Aay A Aa, |l = Vdet(ATA) = |\ fg,
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n—1 n—1 n—1
(iii) A a; ist multilinear und alternierend / antisymetrisch das heit A a; = sgn(o) A a,;
j=1 j=1 Jj=1
fircesS, ;.
Beweis (97)
(1) Nach Lagrangschem Entwicklungssatz ist
by ajy o ap
det| : : - i |=b det Aj—b,det Ayt---+(=1)""'b,det A, = b (a;Aa,A-Aa,_))
bn an,l an,n—l

(i) Wirsetzen a:=a; Aa, A -+ A a,_; dann ist

T T
2)2 ! 2 a aa 0
(llall*)” =det (a A)” = det ((AT> (a A)) =det< 0 ATA> = a’ adet(A" A)
> llall* = llall* det(A” 4) = Jlall = V/det(AT 4)

(iii) folgt unmittelbar aus der entsprechenden Eigenschaft der Determinante.

98 Korollar:
Fiir M = y(£) gilt

n—1

v(x) T dy
f" da,_(x) = / f(r(w)) —d4,_;(®)
?5 ool 17 = /g ,/\1 ow; "
M
Beispiel Torus
(R+ rcosfB)cos @
Y@, 6) = | (R + rcos(0)) sin(p)
r sin(6)

—(R + rcos(#)) sin(p) —rsinfcos @

A=| (R+rcosf)cosq —rsin @ sin @
0 rcos 6
rcos @ cos @(R + rcos ) cos 6 cos @
>v=a;Aa,=|rcosfsinp(R+rcosf)|=r(R+rcosf)|cosfsing
rsin O(R + rcos 0) sin 6

99 Lemma:

Ein C!-Polyeder hat auf dem regulidren Rand 0" G eine eindeutig definierte dulere Einheits-

normale v(x) fiir x € "G wobei W(x) = Ilgggill fiir eine Funktion ¢ € C'(U,R),UN G =

{x €U | q(x) <0 }. Aufere Normale heift, dass in einer Umgebung von 0 gilt: x + tv(x) €
G&1<L0.
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Beweis (99) Betrachte
d
24| = Vgt vx) = IVl > 0

100 Satz: Divergenzsatz von Gaul}
Seien F e C'(U,R"),U c R" offen und G C U ein C!-Polytop. Dann gilt

/ Foo" X q; () = yf div(F(x))dA, (x)
G [Vl G

Beweis (100) Skizze
Uberdecke den kompakten singuldren Rand 0G \ 0" G mit Wiirfeln (W}),_, e der Kantenlin-
gen r; so, dass z:”: 71 < &, was geht, da dG \ 0"G eine (n — 1)-Nullmenge ist. Zerlege dann den
Rest G\ [J/Z, W; in Bereiche auf denen Lemma 97 gilt. Schitze schlieBlich die Differenz iiber
i, W; und dessen Rand geeignet ab.

101 Korollar:

Sei G wie oben, F(x) = p(x)V f(x), f € c(u, R),p € Ccl (U, R) sowie [ (x):= Vf(x)v(x)
die Normalenableitung, dann gilt

/a . P(x)f,(x)d4,_;(x) = /G Vo)V f(x)dA,(x) + /G P(x)Af(x)d4,(x)

/ P(x)f,(X) = f()@,(x)d4,_;(x) = / P)AS(X) + f()Ap(x)dA,(x) falls ¢ € C*(U)
G G

Beweis (Greensche Formeln) Die erste Gleichung folgt mit
div(F(x)) = V()T V f(x) + @(x)Af(x)
. o 0 f
AfG) = diV(VS0) = 3, =5

i=1 0X;

Die zweite gilt wegen Symmetrie.

Idee Der Satz von GauB in der Ebene gibt den Satz von Stokes auf einer Fliche im R>. Be-
trachten wir n = 2 mit:

F(x,y) = (f(x, ). g(x,y)), G C R? mit stiickweise glattem Rand (;) =y(w) = <;§£§>
A (Y@ _ (Y@
wx) = /\ (y/(w)> = <—x’(a))>

T_VX.Y) _ Y (@)
/aG F(x, y) mdﬂl(x,y) = /[0ﬂ (f(x(@), y(@))  g(x(w), y(@))) <_x/(w)> d4;(w)

_ 55 of(x,y) 4 0g(x, y)
G ax ay

di,(x,y)
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Das erste Integral lisst sich als Kurvenintegral der Vektorfunktion F interpretieren:
F(x,y) = (-gx,y) fx,y) = (f(x.y) &x.)
T T
/ fr(@))y' (®) - gr(@))x" (w)do = / F(r(o)"y' (@)dw
0

0
= Wegintegral entlang des Weges y

ou EA 02(y) 0f(x,),
G O0x oy

(x,¥)

femYY (0 T
_ yf vot| zen || [o0]deey) = / Fo@)y' @)do
G 0

0 1
x
Allgemeiner betrachte eine Fliche M = (x(a), 6) y(w,6) z(w, 6)) mit Rand | y| = y(¢) und
z
f(x,y,2)
eine Funktion (wir lassen die Tilde weg) F(x, y,z) = | g(x,y, z) |. Dann gilt fiir y stiickweise
h(x,y,z)
differenzierbar und F € C!
T
y£ rot(Fvdi, = / Fiy())y' (t)dt
M 0
wobel
oh dg
e, e, e =2
_lo & S|_, (on_og oh _of og _of\ _|&F _ o
rOtF—E a} &—el - - —62 - - — +e3 - - — - E_—
dy 0z ox o0z ox 0dy 9z %
f g h %o

102 Satz: Satz von Stokes
Betrachte die C'-Fliche M = (x(a), @) Y(,p) z(w, qo)) mit dem Rand (x y z)T = y(t)
und einer Vektorfunktion

Fix,3.2) = (f(x,3.2) g(x,3.2) h(x,y,2)) € C'(M,R?)

Dann gilt mit y: [0, T] — dM stiickweise differenzierbar:

T
yf rot(Flw, @)~222_ 47 (@, 0) = / For)y (e
M [IV(w, @)l 0
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Beweis (102)

0x Ox
N E N A I
V= % A g = x(pzw wz(p
) o0 XoVo = Xp%0
h,—g,
[z — h,|=rot(F)
g — [y

= (x(@, @), y(@, @), z(@, p))
10t (F)v = ((fyXe) + fyVo + [220)Xp = (fxXy) + [V + [224)%,,
+(8xXp + (8 V) + 8220)Vp — (8xXy + (8yY0) + 8225)V0
+(h X, + hyy, + (h,2,)z, — (hyx, + hyy, + (h,2,))z,

_9 _9 9 _9 9 9
3 [ (X)x,) a(p(f(X)><a,)+ 5 8Xy,) a(p(g(X)yw)+ 3 M X)zp) aqo(h(X)Z@)

Nach der Uminterpretation des Gauf3schen Satzes in der Ebene ldsst sich das Integral {iber €2 C
R? gleichsetzen zu dem Integral iiber dem Rand 02 des Gebietes £2 und wir erhalten

t
P2~y = [[(7 )70
9 0 _ [T (f00x,\" (%
yig(f(X)x(p)—ﬁ(f(X)xw)dlz(w,(p) = /0 < f<X)x¢) ( a_é,) dr
[T 0w 0x
_/0 f(x,y,z)(xwa (”at )dt —/ Sf(x, y,z)EdI

Summation {liber alle 3 Komponenten ergibt

T T
/ P g2 nZar = / Fo) 7' (0de
0

Beispiel (J.C. Amazigo und L.A. Rubenfeld: Advanced Calculus and Its Applications to the

Engineering and Physical Sciences)
Wir betrachten den Ellipsoid der durch die Formel 3x? + 3y 4 z> = 28 gegeben ist und M als

die Fliche oberhalb on z = 1 < x? + y2 = 9. Dann ist

F=(yz2 4xz xzyz) iz (y 4x xzy)

x*z —4x - x? —4x
rot(F) = | 2yz — 2xyz | = |2y — 2xy
4z — 7* 3
2z : T : 2
3sint —sint _ .9 2 _
y£ rot(F)” “ /0 (4'3cost> 3<cost>dt —/0 (=9sin“t +36cos” t)dt =27xn
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Uberpriifung mit dem GauBschen Divergenzsatz
G= { x, 52" €R’ ’ 1 <z<V28—x2—)2 }

ist ein C!-Polytop mit reguldrem Rand bestend aus M ° und der Kreisscheibe { (x,y,1) | x> +)y2 <9 }
Allgemein gilt

F = rot(F) = div(F) = div(rot(F)) = 0

In unserem Fall bedeutet das:

/ F-Ydi, = / div(rot(F)dA; =0
a G

¢ vl
0
= yf rot(F)’ —L-di, = — /rot(F)T 0 |d(x,y) = /3d(x, »)
M ”V” { (x,y)eR? | x2+)?<9 -1 { (x,y)eRY | x2+y2<9}

=3L{ () ER? | x*+y* <9 }) =27z
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